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1.1.2 Reprezentarea aproximativa a numerelor. Scheme de rotunjire

% Qricare ar fiun numar x € R, x # 0, acesta poate fi scris sub forma:
X:f'Be +g'Be_t
- Se consider fractii normalizate:  1/B<|f|<], 0<|gkl

- Numerele mulfimii G se reprezinta, in general, aproximativ [ operator de rotunjire

f:G—>F

* rotunjirea prin taiere (trunchiere):

- fl(x) este cel mai apropiat element ¢ € F de x € G cu proprietatea |c| < |x]

N\
—t—
Ci (&) C3 cF

Fig. 1. Principiul rotunjirii prin taiere (trunchiere): fl(x)=c,, Vx €[c,,c;)
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Exemplul:
Se considera un sistem de numere in virgula mobila cu f = 10, t = 4. Fie numarul:

x =12945,734
x =0,12945734-10° =0,1294-10° + 0,5734-10°"*

£=0,1294;e=5;g=0,5734

!

fi(x) =0,1294-10° —— 12940 #x

¢ rotunjirea simetrica:
- fl(x) este cel mai apropiat element c € Fdex € G

£pe, gl<0,?
fl(x) = 2

el e—t E
£-p7 2B, lel 0.7

\

- semnul “+” se considera pentru f > 0 Si semnul “-“ se considera pentruf< 0



METODE NUMERICE - curs 2

C C C; € F

Fig. 2 Principiul rotunijirii simetrice:

fl(x)=c,,fl(y)=c,; Vxe((c, +¢,)/2,¢,), Vye(c,,(c, +¢3)/2)

Observatie:
Neajunsul acestei maniere de reprezentare [ daca numarul x este situat la jumatatea distantei

dintre doua numere consecutive din F, atunci fl/(x) poate lua oricare din cele doua valori invecinate

¢ rotunjirea uniforma:

e B
f- 0,=
B, 81<0.5
€ e-t E
f-p"£p™, [gl>0,
fl(x) = 2
BB, gl O,%, ultima cifra f — impara
f-B°, lg|= O,g, ultima cifra f — para

- semnul “+” se considera pentru f > 0 si semnul “-“ se considera pentru f < 0;

- este adoptata de standardul IEEE
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Exemplu:

Se considera un sistem de numere in virgula mobila cu f = 10, t = 4 si rotunjire uniforma:

gl < 0.5

x = 12944,9942 = 0,1294 - 10° + - 105-% — > fl(x) = 0,1294-10° (= 12940 # x)

lgl > 0.5

—>

x =129551=0,1295-10° 40,51 4‘106—4
x =1297.5=0 129@ 104 4‘104 4

x =1296,5 = 0,129 10* £0.5) ‘104 4

lg| = 0.5

_—

uc(f)

. MAFR= 0.5

—_—
— —  u.c.(f)-
para

fl(x) =0,1295-10° +10°*(=129600 = x)

fl(x) =0,1297-10* +10**(=1298 # x)

fl(x)=0,1296-10* (= 1296 # x)

¢, = x—fl(x)]

e, =¢, /|xlze, /I(x) = x = I(x) [/ [I(x)]

f
eroare absoluta

f

eroare relativa
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_Ix =GO _[F-pE+g-BT GO 1T

e < ~k-p
[ 1(x) ] [11(x) ] (1/B)-p°

- rotunjirea prin trunchiere > k=1 = &, = Bt cea mai mare spatiere relativi

- rotunjirea simetrica 2 k = 1/f = &, = B~ cea mai micd spatiere relativd

1.1.3 Operatii elementare in virgula mobila

- se definesc operafiile elementare care au loc cu elementele unei multimi F de numere in
virgula mobila

1 Adunarea/ scaderea

- oricare ar fi doua numere x Si y din multimea G, pentru care exista fl(x) Si fl(y)
apartinand multimii F, numarului x + y i se asociaza fl(x + y) conform algoritmului:
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Pas 1: se reprezinta intern numerele x si y prin fl(x) si, respectiv, fl(y):
flx) = fi- B, flIy) = fy - BY
Pas 2: dacd e, # e, = numadrul cu exponent mai mic se aduce la o forma in care exponentul s3 fie

egal cu cel al celuilalt termen - denormalizare

4

deplasarea mantisei spre dreapta, inserand zerouri dupa virgula

Pas 3: se aduna mantisele si se normalizeaza rezultatul (daca este necesar)

Pas 4: din rezultat se pastreaza t cifre

Observatii:

v Deplasarea mantisei spre dreapta cu o pozitie determina creSterea exponentului cu o unitate, iar
deplasarea spre stanga a mantisei cu o pozitie determina scaderea exponentului cu o unitate.

v Scaderea se realizeaza la fel ca adunarea, cu deosebirea ca mantisele se scad (scaderea

reprezinta o adunare in care scazatorul are semn schimbat).

v Adunarea/ scaderea in virgula mobila nu este asociativa
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[0 erori determinate de adunarea/ scaderea in virgula mobile:
= omiterea catastrofala [ apare atunci cand se aduna doi termeni Si valoarea absoluta a
unui termen este mai mica decat precizia de reprezentare a celuilalt termen; in acest caz,

rezultatul este dat de termenul cu valoare absoluta mai mare;

= neutralizarea termenilor [ apare atunci cand se aduna numere cu semne diferite Si cu
valori absolute apropiate; in acest caz, in mod eronat, rezultatul este nul.

[ precizia calculelor numerice [ caracterizata de doua marimi constante (“constante de masina”):

Definitie:
Epsilonul masind pentru adunare (notat &) - cel mai mic numdr real pozitiv reprezentabil care
schimbd, prin adunare, unitatea masinii de calcul: fl(1 + &%) > 1

Epsilonul masind pentru scadere (notat &,,) - cel mai mare numar real pozitiv reprezentabil
care schimbd, prin scddere, unitatea masinii de calcul: fl(1 —¢,,) < 1

------- fil+er)>1, fil+c)=1
S P

c eF €m €m

] fil—e )<1, fll-c)=1
Fig. 3 Conceptul de epsilon magina
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[ Inmultirea/ impartirea

- oricare ar fi doua numere x Si y din multimea G, pentru care exista fl(x) si fl(y)
apartinand multimii F, numarului x * y i se asociaza fl(x * y) conform algoritmului:

Pas 1: se reprezinta intern numerele x si y prin fl(x) si, respectiv, fl(y):
flx) = fi- B, fly) = f - B
Pas 2: se inmultesc fractiile (fy - fy) si se aduna exponentii (e, + ey)

Pas 3: se normalizeaza rezultatul (daca este necesar)

Pas 4: din rezultat se pastreaza t cifre

Observatii:

v Impartirea se realizeazd la fel ca inmultirea, cu deosebirea ca la pasul 2 fractiile se impart Si
exponentii se scad.

v Inmultirea/ impértirea in virguld mobild nu este asociativa.
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1.2 Propagarea erorilor in calculele numerice

[0 eroarea totala dintr-un calcul numeric este generata de trei surse principale de erori:

= erorile inerente

e provin din datele inifiale ale problemei de rezolvat (date care pot fi rezultatele
unor masuratori experimentale sau ale altor calcule anterioare)

* erorile provenite din faptul ca se lucreaza cu un model aproximativ al
fenomenului real implicat in problema de rezolvat.

= erorile de metoda - datorate metodei numerice utilizate

» de exemplu, trunchierea unei serii sau construirea unui numar finit de termeni ai
unui Sir (determinarea limitei)

= erorile de reprezentare sunt datorate posibilitatii effective, limitate, de a reprezenta

numerele in calculatorul numeric

1 intr-uncaRRIMeRHesE ARtele frijlgadterme disseadidnsledpdeniserazdtatainsting le)
operatiilor dintr-un calcul creste [] erorile se pot acumula excesiv de mult [] valoare total
incorecta a rezultatului unui calcul



METODE NUMERICE - curs 2

== requli generale pentru marirea preciziei calculelor:

1. cand se aduna sau se scad numere, este recomandabil sa se inceapa cu cele mai mici
in valoare absoluta, separat pentru cele negative Si separat pentru cele pozitive;

2. daca este posibil, este recomandabil sa se evite scaderea a doua numere aproximativ
egale; o expresie care contine o astfel de scadere poate fi rescrisa

3. daca regulile generale anterior enuntate nu se pot aplica, atunci se va urmari

minimizarea numarului de operatii aritmetice implicate
Exemplu:

Se considera urmatoarele relatii de calcul:

h=1/2, x=2/3-h, y=3/5-h, e=x+x+x-h,
f=y+y+y+y+y—-h, q=f/e

calcul exact . .
calcul aproximativ

h=1/2, x=1/6, y=1/10, e=0, f=0, q="?

Explicatji: e#0, £#0, g= finit
2/3=0,(6) -are o infinitate de cifre [] se reprezinta aproximativ

3/5=0,6 —— 0,6, =0,(1001),, ] o infinitate de cifre in binar [ se reprezinta aproximativ

ZeCe
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1.3 Natura problemelor de calcul Si caracterizarea algoritmilor

1.3.1 Natura problemelor de calcul

0 se considera:
* P - oproblema de calcul;

* D - set de date de intrare exacte;
« D’ - set de date de intrare usor perturbate fata de setul de date D;
« P(D) - solutia matematica exactd, obtinuta lucrdnd cu datele exacte D;

« P(D?) - solutia matematica exactd, obtinuta lucrand cu datele perturbate D™

Definitie:

Problema de calcul, P, se spune ca este bine conditionata dacéa datele exacte ale

problemei, D, si datele perturbate ale problemei, D", fiind apropiate intr-un anumit sens,
atunci $i solufia exacta matematic a problemei de calcul corespunzatoare datelor exacte,
P(D) este apropiata, intr-un anumit sens de solufia exactda matenatic a problemei de calcul
corespunzatoare datelor perturbate. Altfel, se spune ca problema de calcul este prost (rau)

conditionata.
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spatiul datelor spatiul solutiilor

Fig. 4 Conceptul de problema bine conditionata: D = D" > P(D) = P(D’)

= 0 problema este bine condifionata daca mici perturbatii in una sau toate

datele initiale ale problemei conduc la mici perturbatii in datele de ieSire

(rezultate sau solutii).

== numdrul de conditie al problemei P [ raportul dintre eroarea absoluta in solutiile

problemei de calcul Si eroarea absoluta in datele de intrare ale problemei de calcul:
k(P)=e,/e,

undee,=|P(D)-P(D*)| sie, = |D - D*|.
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Observatie:

Daca numarul de condifie este egal cu 1 sau are valori apropiate de 1, se spune ca problema
este bine conditionata. Daca numarul de conditie este mare sau foarte mare, atunci erorile din
datele initiale sunt amplificate in solufia problemei de calcul exacta matematic, problema de

calcul fiind prost conditionata.

1.3.2 Caracterizarea algoritmilor

[l se considera:
P - o problema de calcul;

* D - set de date de intrare exacte;

« D’ - set de date de intrare ugor perturbate fata de setul de date D;

« DP(D) - solutia matematicé exactd, obtinuta lucrand cu datele exacte D;

e P(D") - solutia matematica exactd, obtinuta lucrand cu datele perturbate D;

D’ -algoritmul care implementeazd problema de calcul P. =~ 5
== De exemplu, considerand ca P este o problema bine conditionata si ca P implementeaza

exact solutia P, totusi P(D) = P'(D) datoritd aritmeticii in virguld mobila.
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Definitie:
Un algoritm , P*, se numeste stabil numeric, daca datele exacte Si datele perturbate ale
problemei de calcul P fiind apropiate intr-un anumit sens, atunci Si solutia exacta

matematic corespunzétoare setului de date perturbate P(D*) este apropiatd, intr-un

anumit sens, de solutia algoritmului corespunzétoare setului de date exacte P*(D). Altfel,

algoritmul se spune ca este instabil din punct de vedere numeric.

Q

P*

spatiul datelor spatiul solutiilor

Fig. 5 Conceptul de algoritm stabil numeric: D = D" > P(D*) = P (D)

= Altfel spus, erorile din datele de intrare sunt micSorate de un algoritm stabil numeric,

un algoritm instabil numeric amplificandu-le.
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Observatii:

(@) Nu se poate astepta ca un algoritm stabil numeric sa rezolve o problema prost conditionata

cu o precizie mai mare decat a datelor de intrare.

(b)  Un algoritm instabil numeric furnizeaza, de regul3, rezultate eronate chiar pentru probleme

bine conditionate.
Definitie:

Un algoritm numeric se spune ca este general daca este aplicabil pentru un domeniu larg de

date de intrare.
Definitie:

Un algoritm se spune ca este sigur in functionare, daca are prevazut un mecanism care sa

avertizeze atunci cand erorile au crescut excesiv de mult.
Observatie:

Un algoritm instabil numeric poate fi sigur in functionare, daca este capabil sa detecteze

instabilitatea numerica.



