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Transformation 2D

C’est l'ensemble des transformations du plan
pouvant étre appliquées aux pixels de I'image, sans

considération de l'intensité.



Transformation2D

Représenter les changements d’espaces de
coordonnées et manipuler les points dans 'espace et

dans l'image



Transformation 2D

* Par exemple
Réduction, agrandissement

Déformation d’'images



Translation

Translation d'un point d'une
position vers une autre :

Addition de matrices :
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x'=x+T
y'=y+1,
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Homothétie ou changement d'échelle

(scaling)

Pour obtenir un changement x'=85 xx
X

d'échelle (ou homothétie), il suffit

de multiplier les coordonnées par y' :Sy* Y

un facteur d'échelle.

Multiplication de matrices : /

pr=|¥ |5
0

NN

N
Sy_

X
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Rotation

Rotation d'un point autour de
x'=xcos(0)—ysin(0)
y'=xsin(0)+ ycos(0)

l'origine :

Multiplication de
matrices :

}:[COS(Q

sin (O)

—sin(0)
cos(0)

b

L)



Multiplication et addition de matrices

L’homothétie et la x| _|S, O ]lx

rotation se calculent par vl lo S|y

multiplication de g
Homothétie

matrices

| x cos(0) —sin(0)||x
La translation se calcule l ']_lsin(Q) cos(@)”y]

par addition de &

matrices Rotation

On aimerait avoir un !x ]:
cadre unifié pour toutes
les transformations Translation



Utilisation des coordonnées homogenes

Outil géométrique tres puissant :

Utilisé dans plusieurs domaines : Synthese
d’images, Vision par ordinateur, Robotique

On ajoute une troisieme coordonnée, w
Par défaut, on pose w=1

Un point 2D devient un vecteur a 3 / \
coordonnées : X

Nous quittons maintenant le domaine
de la géométrie euclidienne pour \W/
entrer dans celui de la géométrie
projective
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Translation en coordonnées homogenes

Avant, la translation s'exprimait avec une

addition : L
Tx

_|_

T

!

X
4

X
4

Pl=

!

¥

Et maintenant, la translation s'exprime comme
un produit avec une matrice 3x3 carrée :

(10 T ||«
P’Zy’ZOITVy
] fo o 1]]l1.
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Matrice générale de transformations 2D

Nous allons combiner les différentes
transformations.

La matrice générale de transformation est:

a b m
c d n
0 0 1

Avec quelques cas spéciaux que nous avons vus :

Mise a l'échelle

S 0 0

0 S, 0
B 4

0 0 1

sin 6
0

Rotation

cosfd —sind O

cos 0

0

1 -

_ Translation
1 0 T,
O 1 7

¥

0 0 1
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Autre transformation : glissement (shear)

Une autre transformation, le glissement (shear),
permet de déformer les objets :

ne conserve pas les angles

ne conserve pas l'aire des surfaces

On peut faire un glissement dans I'axe des X ou
selon I'axe des Y
| Sh, 0 (1 0 0]

G,=l0 1 0| G=[Sh 1 0

‘1‘ .1

0 0 1 0 0 1

- - - pe

Glissement selon
l'axe des X
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Autre transformation : réflexion

Réflexion d'un point
par rapport a un axe
transformation miroir

1 o o [
0 —1 0|} ,
0 0 1

Par rapport a I'axe des Y :

-1 0 0

10 0
0 1 0]
0001

0 -1 O

Par rapport a I'axe des X : Par rapport a l'origine :

001
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Composition de transformations

L(1 1) aleteL) (2,2) Translate(3,1) L’”. )

(0,0) P 0,0 > .

Multiplication de matrices: p = T(Sp) = TSp
(103][200] (203
TS =1011|[020|=]021
\0011\001J \001)
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Source : Antoine Bouthors, Synthese d'images, ENSIMAG (Grenoble, France)



Non-commutatif !!!

>

Translation puis homothétie: p' = S(Tp) = STp

(0,0) Translate(3,1) (4,2) Scale(2,2) 6.9
(1,1) 3,108 6,2)
L L

>
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Source : Antoine Bouthors, Synthese d'images, ENSIMAG (Grenoble, France)



Un autre exemple de non-commutativité

Exemple 1 (translation d'abord) Exemple 2 (rotation d'abord)
A "

| R(45
riLyy A (43)

i lllllllllllll .’ h h

4+ A
AV
VLT T(L1)R(45 \/

R(45)T(1.1) \\, (L) R(5)
v, /,4
'...."a -ff.'
> 2, | o "
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Ordres des transformations

Les transformations ne sont pas commutatives

Rotation * Translation # Translation * Rotation

On peut inverser les transformations semblables
Rotationl * Rotation2 = Rotation2 * Rotationl
Translationl * Translation2 = Translation2 * Translationl

Mais on ne peut pas inverser des transformations
de natures différentes
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Rotation autour d'un point arbitraire (1)

a @
dh A\
‘ W
T(-xp-y) R(©) T(x,y)

(1) On déplace I’objet a I’origine - o -
(2) On fait la rotation Tp R (9 ) -1 P,

(3) On renvoie l’objet a sa position initiale.
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Rotation autour d'un point arbitraire (2)

La rotation autour d'un point arbitraire peut s'exprimer comme
une combinaison des transformations de base :

Une translation du point arbitraire vers l'origine T(-Xg-y¢)

Une rotation autour de l'origine R(8)

Une translation de I'origine vers le point arbitraire T(X,Y)

Xr [cos@®  -sin@ 0] 0 -x;

T ].':;f R(6) T_pf: =1 0 Iy |sind cosd 070 1 -y,
0 0o 1] © 0 LJo o I
Attention : on cosf -sin@ (1 —C0s0)x +y sing |
ﬁogjﬁig&mamces =|siné cos®  (1— ) p=Xysiné
gauche ! I 0 0 1 "




Homothétie par rapport a un point arbitraire

L'homothétie (ou changement d'échelle) par rapport a
un point arbitraire peut se décomposer comme suit :

Translation du point arbitraire vers l'origine T(-x,-y/J

Homothétie par rapport a l'origine S,

Translation inverse de l'origine vers le point arbitraire T(x,y,)
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Symetrie par rapport a une droite
quelconque

Le calcul du symetrie d'un point P par rapport a une droite
d’équation y=axt+b est effectué en appliquant les

transformations élémentaires suivantes :

=t




Symetrie par rapport a une droite
quelconque

. Translation (0, -b) (on fait passer la droite par 1'origine );

. Rotation d’angle -6, ot © = atan(a);

1
2
3. Symétrie par rapport a I'axe Ox;
4. Rotation d’angle ©;

5

. Translation de vecteur (0, b).



Représentation des objets

Une image plane est une collection de points (x1,y1), (x2,y2), ..., (xn,yn).
Pour appliquer une transformation a l'image il suffit d'appliquer cette
transformation a chacun des points.

Ces calculs peuvent étre fait d'un seul coup en rangeant les points dans

une matrice :

X3Yy3 1



Représentation des objets

et en multipliant cette matrice par la matrice M de la transformation :
! !
X1yl SRR
X2¥21  Xay2 1
. ) ! —
X331 = x3y;1 .M
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Matrice de transformation 3D

En 3D, nous aurons une matrice semblable pour
exprimer les transformations :
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Transformations 3D (1)

Translation : gl (1 B9 I
y'|_lo 1 0 T,
z'| o 0 1 T,
1] lo o 0o 1

Homothétie (mise a I'échelle) :
1S, 0o o
y' _ 0 Sy 0
z'l 0 0 S,
1] ]lo o o

—_O O O

.p—al\]\<><.

.r—al\]‘<§<.
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Transformations 3D (2)

Rotation :

Autour de 'axe
des X

Autour de 'axe
des Y

Autour de 'axe
des Z

1 0
0 cos ¢ —sin @
0 sin ¢ cos @
0 0
cosy O siny
0 1 0
—siny 0 cosy
0 0 0
cosf —sinf O
sinf?  cos @ 0
0 0 1
0 0 0

= OO

— N e &

—_—0 O O = O O O

.r—al\l‘< H"

— N e W
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Produit en Croix (en dimension 2)

*Définition
dLe produit croisé ou produit en croix de deux vecteurs

du plan est défini par:



Produit en Croix (en dimension 2)

* Propriétés
danti-commutatif: 5 5 (i o 7)
[ associatif avec le produit d'un réel et d'un vecteur :
(axU)xV=ax(UxV)

A distributif par rapport a l'addition des vecteurs :

— — —

Ux(V+W)= U xV)+ (U xW)



Produit en Croix (en dimension 2)

* Interprétation

A Le produit croisé fournit, un test de colinéarité pour
deux vecteurs non nuls, et d'autre part, un test de
placement d'un point relativement a une droite.

[ le produit en croix permet de retrouver l'équation
d’une droite D contenant un point M, et de vecteur

directeur i -



Produit en Croix (en dimension 2)

e (On aen effet:
X =(r,y) € D<=

U x MX =03 Us;x (5— M) — Uy x (& — M) =0



Produit scalaire (en dimension 2 ou 3)

*Détinition
A Le produit scalaire de deux vecteurs de l'espace (ou

du plan, en oubliant la composante z), est défini par :

Us V,
UW=| Vy | = Ue x V) + (Uy x V) + (U, x V)
4 v,



Produit scalaire (en dimension 2 ou 3)

* Propriétés

H| =y -
U:U=|| U || 2

d commutatif

-_—
T
f
/
J

U V=T sl
[ associatif avec le produit d'un réel et d'un vecteur :

(axU)-V=ax(U-V)

A distributif par rapport a l'addition des vecteurs :

U-(V+W)=(U-V)+ (U-W)



Produit scalaire (en dimension 2 ou 3)

* Interprétation

dLe produit scalaire permet de déterminer la forme
(aigu, droit, ou obtus) de l'angle entre deux vecteurs
non nuls.

dEn 3D, il fournit également un test de placement d'un

point relativement a un plan.



Produit scalaire (en dimension 2 ou 3)

* Interprétation

U-V>0 U~V =0 U-V <0

A A A
U U U

" |
Al AW




Produit scalaire (en dimension 2 ou 3)

* Interprétation

Soit a présent un plan contenant un point M, et de normale

v (l.e. + est un vecteur orthogonal au plan). Ona:

N

A

P N -MP >0

/ M

P

/
L»V N -MP=0

N -MP <0



Produit scalaire (en dimension 2 ou 3)

o N - MX =0+ X appartient a Il
e N - MX >0 <= X est du méme coté du plan que N.

—

e N - MX <0< X est du coté du plan opposé a N.
L’équation du plan est TI(X) = 0, avec II(X) = N - M X, soit:

i?\'rg; X (;E — J[x) -+ ;N’Ty X (l/ = J[y) + i\'rz X (Z — :\[z) =)



Produit vectoriel (en dimension 3)

e Définition

Le produit vectoriel de deux vecteurs de l'espace est défini

par :
SRR
U, V,
/3 Ve
) i Ug Va
Uy (AW | = -]y v
U, V,
Ue Vi
N A




Produit vectoriel (en dimension 3)

i |
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Produit vectoriel (en dimension 3)

* Propriétés

4 anti-commutatif : AT — _(‘7, A D)

[ associatif avec le produit d'un réel et d'un vecteur :

(kxU)AV =k x (UAV).

A distributif par rapport a l'addition des vecteurs :

I (I—: _;_If') —UAV+UAW.

J non associatif.



Produit vectoriel (en dimension 3)

* Interprétation

En dimension 3, le produit vectoriel de deux vecteurs non
nuls et non colinéaires produit un nouveau vecteur non
nul, et orthogonal aux deux premiers

(si [7 ou 7 est nul, ou si iaa% sont colinéaires, leur produit
vectoriel est le vecteur nul).

Il permet en particulier de calculer une normale A7 au plan

engendré par un point M et deux vecteurs et



Produit vectoriel (en dimension 3)

- Interprétation
A

UANV
M 4 ‘7
=y

Noter que 7 A {7 €St UNe Nuiiiaie au prane we wafection

opposee



