METODE NUMERICE - curs 10
Cap. 7 Aproximarea numerica a functiilor

7.1 Formularea problemei

[l fiefunclia f:[a,b] >R, a,beR

%k
- problema de calcul — evalurea, in orice punct X €[a,b] a urmatoarelor:

d
f(x), £'(x"), £"(x"), 0, [f(x)-dx, a<c<d<b

- pot exista urmatoarele situatii:

v functia f este cunoscuta analitic prin una sau mai multe expresii, in general complicate
sau dificil de evaluat, derivat sau integrat

v’ functia f nu este cunoscuta analitic, ci printr-un Sir de valori:

.....

{X:}ico_ n» X; €[a,b], 1=0,0 ,n Appias<x, <l <x; <l <x, <b

divizare a intervalului [a, b] /
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rezolvarea problemei — gasirea unei functii cu o expresie in general simpla, usor de
evaluat, derivat sau integrat, care sa aproximeze cat mai bine pe f

Vx €[a,b], F(x")=f(x")

construirea funciiei aproximante, F — utilizarea unei mul{imi de funcfii
elementare:

M={p/¢:[a,b] > R}

|

baza de functii de aproximare liniar independente

|

90(x), ¢, (.0 L0, (). , Y, -0, (x)=0 ¢, =0, Vxela,b]
k

|
F(X):Fm(x):CO .(p0(X)+M +Cm '(Pm(X)

/

polinom generalizat
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Exemplu:

* o (x):Lx, x>0 ,x™ — F(x)=P_(x)=cy,+c¢,-x+0 +c, -x"

!

aproximare cu polinoame algebrice

* ¢, (x):1, cos(x), sin(x),H , cos(m - x), sin(m - X)

|

F(x)=T,(x)=a, +a, -cos(x)+ b, -sin(x)+l +a_ -cos(m-x)+b, -sin(m:x)

!

aproximare cu polinoame trigonometrice

indiferent de abordare, rezolvarea problemei necesita raspuns la urmatoarele

chestiun: (0, ()}
v/ determinarea setului de functii m+1
v/ determinarea numarului necesar de functii (.}
k S k=0,1,...,m

v/ determinarea coeficientilor polinomului generalizat
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[ multimea de functii M trebuie sa aiba proprietati suplimentare — definirea unei funciii care

sa permita aprecierea “apropierii” dintre functia f(x) $iaproximanta ei,F(x) , oricare ar fix [a, b]

Definitie:

Fie functia d:M xM — R Aceasta se numegte functie distanta, daca urmatoarele proprietati sunt

indeplinite:
= oricarearfi f,geM, atunci d(f,g)>0 Sid(f,g)=0=f=g;
= oricarearfi f geM, atunci d(f,g) = d(g,f)

= oricare arfi f, g, heM, atunci d(f,g)<d(f,h)+d(h,g) -

o

o

d.,(£,F) | £~ F||, = max{| f(x,) ~ F(x,) |

f=[f(xo) B f(x,)]I' E=[F(x,) U

d, (f,F) :£_£”2:\/%[f(xi) _F(Xi)]z —

.....

aproximarea uniforma pentru cazul discret

F(x,)]"

aproximarea in medie patratica pentru cazul discret
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7.2 Interpolarea polinomiala

m

F(x)=P, (x)=c,+c,-x+ll +c, X

X, £(X) b ico,n —  pentru mm) d, (f,P,)=minim=0

d,(f,P,)=minim

- P_(x,)=f(x;,), i=0, ,n

polinom de interpolare conditii de interpolare l
12 | ® RawData - graficul polinomului aproximant
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7.2.1 Interpolarea Lagrange

Teorema:

a,b
arfi yo,y.0 ,y 0 ,y.,cu y, =f(x,), i=0,0 ,n, exista $i este unic un polinom L(x), de grad

in contextul problemei de interpolare, daca punctele diviz&rii Afoo) sunt distincte, atunci oricare

maxim n, pentru care sunt indeplinite conditiile de interpolare:

L(x,)=f(x;), 1=0,0 ,n

Demonstratie:

¢ Existenta — polinomul

Lagrange
L(x=x) M -(x=x;)0 -(x=x,)

} L (xg =xp) -l - (% =x) A - (x40 =X,) A

L(x)

X=Xo) M -(x=x) - I-(x=x%x;) ¥ -(x=-x,

X;—=Xo) W (X, =x) 1 (x; =% ¥ - (x;—x

(x=xo) 0 -(x=x)0 -(x=%,)-1
(Xn_xl)' '(Xn—Xj)-N °(Xn_Xn_1)-1 Ya-
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> LM=XL,()-y;, unde

=0

L.(x,) Lo1=)
AX. )=
] 1 0, .;é.

L(x,)=f(x,), i=01 ,n| € =]
i, je{0,LK ,n}
baza de interpolare Lagrange determinata de catre divizarea
A
0 Unicitatea — reducere la absurd ca mai exista G(x) de grad n care interpoleaza
f:
G(x;)=y;, 1=0,0 ,n
FieH(x) =L(x) - G(x) - grad maxim
n
¥ H(x) = L(x) — G(x)=0, i=0,..,n

U

H(x) — polinom de grad maxim n cu (n + 1) radacini = G(x)=L(x)
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Observatie:

Interpolarea Lagrange, asa cum a fost definita in versiunea ei originala, poate esua in
anumite situatii, Tn sensul ca se pot produce erori de aproximare semnificative:

1

1252 Telb

y(x)=

x;,i=00 ,n € [-L,I] = h=x,_,-x,=(x,-%X,)/n, i=00 ,n-1, x,=-1, x, =1

n

~1,-0.6,-0.2,0.2,0.6,1 Ps(x)
n=20 ——~ h=0.1 = A:-1,-09,-0.8,8 ,0,0.1,0 ,0.8,09,1 —— p,(x)

y A

n=>5

: |x|<0.5 — aproximarea prin intermediul

polinomului p, (x) este
satisfacatoare, dupa care apar
diferente semnificative
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ideea de a nu folosi un polinom unic, care sa aproximeze o functie pe intreg intervalul [a, b]

l

se foloseste o multime de polinoame, fiecare dintre acestea aproximand cat mai bine functia f pe
un anumit subinterval al intervalului de definitie

l

aproximare polinomiald pe portiuni sau aproximare cu “polinoame glisante”

. . * .
pentru aproximarea lui f(x’), x" =x,, i=0,0 ,n, x" €[x,,x, ]
~ b4 *I\ .
-seincadreaza x inintervalul (x,,X,,;)

. se selecteazd m + 1 ( m < n ) valori centrate in X" :

{X m’M ’Xk=Xk+1’M » X m}
k—; k+?

- se determina polinomul Lagrange de grad m in baza setului de m + 1 valori selectate
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7.2.2 Interpolarea prin intermediul functiilor spline

Functiile spline — functii formate din polinoame definite pe subintervale adiacente Si care se
racordeaza in capetele subintervalelor impreuna cu un numar de derivate

spline — provine din mecanica, reprezentand numele unui dispozitiv folosit de desenatori
pentru a trasa o curba neteda
— un instrument format dintr-o banda metalica subfire, sustinuta prin intermediul
unor greutati © - aranjate incat banda metalica sa treaca prin anumite puncte
date (numarul greutatilor poate fi mai mic sau egal cu numarul punctelor)

At Boeing Aircraft



METODE NUMERICE - curs 10

Definitie:
Fiind data refeaua de puncte A a intervalului [a, b]:

asx,<x, <l <x,<x;, <0 <x,<b
se numeste functie spline de ordinul m pe refeaua A, notata, o functie care indeplineSte

urmatoarele conditii:

= restrictia la intervalul [x.,%.,,],i=0,0 ,n—1, s A(X)‘[x . apartine multimii polinoamelor
is&i+1

i+1
algebrice de grad maxim m;

= functia s, (x) este continud, cu derivate continue pdna la ordinul m — 1 pe intervalul [a, b] :

-
s,(x) € Cg,b]

. Sx)
Observatie: First-order
spline
m = 1 — functiile spline liniare - 2 N

m = 2 — funclii spline cuadrice

[N
=
»
(o
S}

<

m = 3 — funcliile spline cubice

|

f(x) fx)
i Second-order

spline

Cubic Interpolating
spline cubic

s\/ 2
\J
\J
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Propozitie:
Fiind data functia f(x), cunoscuta prin sirul de puncte distincte{x;, f(x;)}_op » Unde x; €A, vy
U x, #x,1,j=00 ,n, i#j, exista Si este unica o functie spline cubica, functie care

)’ not

interpoleaza functia f: s, (x,)=y,,i=0,0 ,n,unde y. =f(x,),i=0,0 ,n .

Demonstratia [J algoritmul de determinare a functiei s, (x)

Sa (X)‘[Xiaxml

1=00 ,n—1

=a,-(x—x,) +b, - (x—x,)> +¢, - (X —x,) +d,

- existenta Si unicitatea functiei spline < existenta Si unicitatea seturilor de coeficient;:

4 -n coeficienti de determinat ——  {a;,b;,¢i,d;}iop o

se utilizeaza conditjile din definitia functiilor spline:

(C1) conditii de interpolare:
sy(x;))=y;, i=00 n ———— (n+1) relatii

(C2) conditii de continuitate a functiei s,(x):

not not

lims,(x)=s,(x;_)=s,(x;,)=lims,(x), i=1L0 ,n-1
X—>Xj X2Xj
X<Xj X>Xj

(n—1) relatii
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(C3) conditii de continuitate a functiei s’ ,(x):

not not
lim s, (x) =s,(x,_)=s,(x;,) = lims,(x), i=LE ,n-1 —— (0= relatj
XX X—>Xj
X<Xj X>Xj

(C4) conditii de continuitate a functiei s” ,(x):

not
lim s} (x) = s} (x;_) =s} (XH) hms "(x), i=L0 ,n-1 —— (n=1) relatii

X<Xj x>x1

\
|
4-n -2 relatii

(C5) conditii suplimentare — functii spline cubice naturale
- —— 4-n relatii

lim s (x)=0 lim s, (x)=0

X<X,

polinoamele de racord in punctele x, $i x_sunt polinoame de gradul intai sau
se comporta in vecinatatea punctelor X, $i x_ ca polinoame de gradul intai
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Observatii:
= functiiile spline cubice naturale au proprietatea ca au cea mai micéa curbura:
Xn n—1 Xi+1
" 2 " 2 s
I[SA(X)] -dx:z J‘[SA(X)‘[X“XM]] -dx = minim
Xo =0 x,

= prin condifjile de racordare in noduri impuse functiei Si derivatelor sale, functiile spline cubice
naturale sunt cele mai netede functii care interpoleaza functia f

7.3 Aproximarea polinomiala in medie
patratica

] Problema este de a determina un polinom de gradul m <<n:;

not

pn(X)=cy+c, - x+0 +c_ -x" =y(X)

-notatii: Y, =f(x;) e; =Y, —y(x;)

1=0,0 ,n
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1 aproximare in medie p&traticd — se minimizeaza, in raport cu setul de coeficienti {c,,! ,c.} ,
functia criteriu definita prin: _

vs- @] o
j=00 ,m

n n Lo Y1
S(ep o) =2e] = (Y, —y(x)) minimizare L% Jyc0s
=0 i=0 —
n m B 9
=Z(Yi—c0—cl-xi— —Ch X )2 AS = 0’S > ()
=0 dc;0c,
- L j-k=0J0 ,m
5(: En: —Co—¢ Xl —c - x{")- (=) =0,
0 i=0
80 i 2-(Y, —c,—c;-x, -0 —c_ -x")(-x,)=0,
1 i=0
I
32 meg e x - e xR =0,
m i=0
[ n+1 > X, >xi B Y X! 1] [ 2V ]
XxooXx o Xxy Bo¥x 1| 2(x'Y)| — |A-x=b
I I I I I I i
I

DREEDR DR Zx" ] Len ] [ 2(Y)
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] impunerea conditiilor de interpolare ——~ |C-x=d

1 x, x; M xgl_ Y, |

1 2 m m Y.

sistem supradeterminat C= oA i , d=| !

N N K X i
. 1 ox, x; 0 x| Y, |

rezolvare n sensul celor mai mici patrate \

oS T
Cc'-C>0 AS = >0 A=C".C
oc;ocy |
j.k=0] ,n



