METODE NUMERICE - curs 13
Capitolul 1

Definitie:

Multimea F, de numere in virguld mobild este: F = {x € R|x = f - ¢} U {0}

fzi(d_1+ﬁ++ﬂ)’ diE{O,l,"';ﬁ_l}; i=1J2;”';t; L<e<U

B B Bt
[ I
B
.. . <. f'ﬁe' Lgl <O:§
¢ rotunjirea uniforma: 5
. f-BeLpes, lg1>0,5
x) =3 _

f-pe+pet, gl = 0,%, ultima cifra f — impara

o B . .
[] Adunarea/ scaderea \ f- B¢ lgl = 0'5' ultima cifra f — para

Pas 1: se reprezinta intern numerele x si y prin fl(x) si, respectiv, fl(y):
flx) = fo - B*=, fLY) = f, - BY
Pas 2: daca e, # €, 2 numarul cu exponent mai mic se aduce la o forma in care exponentul sd fie egal cu cel

al celuilalt termen = denormalizare

g

deplasarea mantisei spre dreapta, inserand zerouri dupa virgula

Pas 3: se aduna mantisele si se normalizeaza rezultatul (daca este necesar)

Pas 4: din rezultat se pastreaza t cifre
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# Exercitiul 1

Care este rezultatul calculului: 8.4 - 8.35 + 1.85 realizat intr-o aritmetica a virgulei mobile cu 8 = 2,
t=4,L=-2,U=4, reprezentare cu bit ascuns, rotunjire simetrica. Se manifesta vreun fenomen de
eroare? Explicati. Cum ar trebui efectuat calculul pentru a evita aparitia vreunui fenomen de eroare?

Rezolvare:
Reprezentare cu bit ascuns = t =4 + f}

bit ascuns

x = 8.4 =(1000.01100110011...), = (0.1000051100110011...)2 x 2°

rotunjire simetrica fl(x) = (0.10001), x 2*

y = 8.35 = (1000.01011001100...), = (0.10000{1011001100...), x 2*

rotunjire simetrica fl(y) = (0.10001), x 24
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z=1.85 = (1.11011001100...), = (0.11101/1001100...), x 2"

fl(z) = (0.11110), x 2*

rotunjire simetrica

flix=y+z)=fl(fl(x—y) + 2)

J— - = = 1
fi(x— y) = (0.10001), x 24 (0.10001), x 2 =0 } fi(x—y+z)=0+fl(z) = fl(z) = (0.11110), x 2

\ J
|

neutralizarea termenilor

rearanjarea calculelor pentru evitarea neutralizarii termenilor:
flix+z-y)=fl(fl(x+2z)-vy)

fi(x +2) = (0.10001), x 2* +(0.11110), x 2* = (0.10001), x 2* + (0.00011%8), x 2*

( denormalizare )

fl(x + z) = (0.10100), x 2*

fl(x + z - y) = fl(x+z) — fl(y) = (0.10100), x 2* - (0.10001), x 2* = (0.00011), x 2* =(0.11000), x 2*

-
normalizare
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# Exercitiul 2

Care este rezultatul calculului: 5.4 + 0.15 - 5.38 realizat intr-o aritmetica a virgulei mobile avdnd
B =2, t =4, reprezentare cu bit ascuns, rotunjire uniformd, L = -2, U = 4. Ce fenomen de eroare apare
Si cum poate fi eliminat? Argumentafi.

Rezolvare:
Reprezentare cu bit ascuns = t =4 + f}
bit ascuns

x = 5.4 = (101.01100110011...), = (0.10101100110011...), x 23

rotunjire uniforma fl(x) = (0.10110), x 2°

y =0.15 = (0.00100110011...), = (0.10011/0011011001100...), x 22

rotunjire uniforma fi(y) = (0.10011), x 272

2 =5.38 = (101.011000010...), = (0.101011000010...), x 23

rotunjire uniformda —— | fl(z) = (0.10110), x 23
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omitere catastrofala
flix+y-z)=fl(fl(x+y)-2) ‘

( |

fl(x +y) = (0.10110), x 2° +(0.10011), x 2" = (0.10110), x 2° + (0.000004664%), x 2° = (0.10110), x 2°

( denormalizare )

fl(x +y-z)=(0.10110), x 2* - fl(z) = (0.10110), x 2° - (0.10110),x 2° =0
\

J

Y
neutralizarea termenilor

rearanjarea calculelor pentru evitarea neutralizarii termenilor — nu este posibil&
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# Exercitiul 3

Argumentati, pornind de la definitie, ca un algoritm instabil numeric produce, de regula, rezultate
eronate chiar daca problema de calcul este bine condifionata.

Rezolvare:
Notatii:
D/ D* - date de intrare exacte/ uSor perturbate;
G/ G* - problema de calcul/ algoritm de rezolvare a problemei de calcul
Definitii:
Algoritm instabil — D*=D astfel inct G(D*) # G*(D)
Problema bine conditionata: D*=D = G(D) = G(D¥)
U

D*=D astfel inct G(D) # G*(D)
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Capitolul 2

= tabloul general al transformarilor — triangularizarea cu pivotare partiala :

— —

M, -P_ -0 -M,-P,-M,-P,-A=U
- folosind P, = P;? J
In
M, P -l 'Ml'Pl@ 'Pn—l)‘(Pn—l'MDAZU
] \ Y } 1 ' J
LH= P

matrice generala de
permutare de linii

P.A=L .U

L=pP_ -8 -P,-M"-P,-M;" -0 -P_, -M,

{}

matrice inferior triunghiulara unitate avand in fiecare coloana, sub
diagonala principala, subvectori Gauss cu liniile permutate
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] Relatia de recurenta: A=N-P N - matrice nesingulara

(N-P)-x=boN-x=P-x+b 1 N.x*"T=p.x™M4p, k=01,.

v

X =N P x™M e NT b, k=01,...  Notatie: G=NT-P, Ge®R™
s~ Metoda Jacobi $i metoda Gauss-Seidel :

0 metoda Jacobi [0 metoda Gauss-Seidel
N=D, P=—(L+0U) N=L+D, P=-U

] G are valori proprii in general complexe, care formeaza multimea numita spectrul matricei G

p(G)=max{|A,(G)|} -razd spectrald a matricei G
<1<

1<i<n

Teorema:
Conditia necesara Si suficienta ca Sirul de vectori sa fie convergent catre solutia sistemului

de ecuatii este ca matricea G sa aiba toate valorile proprii in modul subunitare sau, altfel

spus, raza spectrald a matricei G sa fie subunitara.
Propozitie:

Daca matricea A este diagonal dominanta pe linii, atunci metoda Jacobi este convergenta,
oricare ar fi estimatia initiala a solutiei sistemului de ecuatlii.
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# Exercitiul 4

Calculati determinantul unei matrici Stiind ca rezultatele factorizarii sale L-U prin triangularizare cu
pivotare partiala sunt:

1 0 0 10 -7 3 01 0
L=|05 1 0} U=]0 101 —-49| P=(0 0 1
0.3 0.54 1 0 0 217 1 0 0

Precizatli care este pivotul la iteratia a doua a triangularizarii Si in ce linie Si in ce coloana se afla.
Argumentati.

Rezolvati sistemul determinat de ecualii algebrice liniare avdnd matricea de coeficienti cu
rezultatele factorizarii L_U date mai sus Si coloana termenilor liberi: b=[1 0 1]

Rezolvare:
v’ calcul determinant
P-A=L-U= A=P!-L-U = det(A) =det(P?) - det(L) - det(U) = (-1)"

-det(U)
npl — numar de permutari de linii efectiv realizate — se determina din matricea P

1 0 0 010 010
P=P,-P(I,)=|0 1 0| =25 11 0 of —=2=¥ 5 (0 0 1|=P
0 0 1 00 1 1 0 0
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=~ rezulta npl=2 = det(A)=10 - 10.1 - 2.17
v/ determinare pivot la iteratia a 2-a:
-pivotii — pe diagonala principala a U = la iteratia a 2-a: 10.1

-la iteratia a 2-a se interschimba liniile 2 $i 3 = pivotul se afla in (linia 3, coloana 2)

¢ rezolvare sistem  A-x=b b=[1 0 1]
" etape:

scalcul ¢=P-b=[0 1 1]"

srezolvare sistem L-y

cprin substitutie tnainte = y=[0 1 0.46]"

srezolvare sistem U -x = yprin substitutie inapoi = x=[0.078 0.202 0.212]"
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# Exercitiul 5

5 1
Fie sistemul de ecuatii algebrice liniare cu matricea de coeficienti: A= {7 _ 2}

Precizali daca metoda Gauss-Seidel poate fi aplicata pentru rezolvarea sistemului. Argumentafi.

Rezolvare:

== verificare conditii convergenta:
- suficienta — matricea A sa fie diagonal dominanta pe linii = nu este

- necesara Si suficientd — raza spectrald a matriciiG=N" - P -

subunitara
5 0 L 102 0 0 -1 0 -0.2
N = = N = ;. P= ; G=
7 =2 0.7 0.5 0 0 0 -0.7
Ao 02 =0 = A-(A+0.7)=0 = p(G)=0.7<1
0 7+0.7 = P ==

!

metoda Gauss-Seidel poate fi aplicata pentru rezolvarea sistemului
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Capitolul 3
# Exercifiul 6

Realizati functia MATLAB ce returneaza coeficientii calculati in sensul celor mai mici patrate a ai
dependentei:
yu,v,z)=a-u-v+b-v:-z+c-(u>+v-z)

pe baza valorilor cunoscute {ui,vi, z, y(uNY;, 2, } —,n>3 stocate intr-o matrice cu n linii Si 4
i=l,n

coloane. Se vor utiliza functiile elementare ale mediului MATLAB, precum Si functia “\ ”.

Rezolvare:

1 formare sistem supradeterminat:

- notatie: y; =y(u;,v;,z;), i=1n

2 2
2 2
X X X I
2 2 c
_un Vn Vn Zn un +Vn 'Zn_ _yn_

>
IX
Io -
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irparametrii de intrare — ieire functie MATLAB:
-intrare: matrice de dimensiune n x 4 (valorile cunoscute ale u, v, z, y);

-iegire: vector de dimensiune 3 x 1 (vector x).
istructura functiei:
- verificare n > 3 (n — numar de linii variabila de intrare)
- formare matrice de coeficienti sistem supradeterminat, A;
- formare vector termeni liberi sistem supradeterminat, b;

- rezolvare sistem utilizand “\” — parametru iegire functie
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£ Exercitiul 7

R N B
Se considera o matrice 4 R™", m>n, cu structura:  4_| g 1 N
0(m—k)xk M C

unde R < jlk superior triunghiulara, B e REOK), o o ggmb)x(n—k) Ce elemente ale matricei A se

C o . <. : T
modifica in urma unei transformari de tipul U- A" unde U—g Y., 7 —[00 Ou, 0 u ] ?
“tm =z = k+1 m

Argumenta(i.

Rezolvare:

U-A=U"[, c, U

T
T_E c. = rzn: Ll‘]'CJ’1 _Cm’i_um°’t_

B~ i B /

se modifica elementele din liniiledelak+1 +m

-pentrui=1, ..,k = C;= 0,j=k+1,..,m = 1=0 — primele k coloane nu se modifica



