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Aproksymacija

Aproksymacja (tac. approximare - przyblizac) - proces
okreslania rozwigzan przyblizonych na podstawie rozwigzan
znanych, ktore sg bliskie rozwigzaniom doktadnym w Scisle
sprecyzowanym sensie.

Zazwyczaj aproksymuje sie byty (np. funkcje) skomplikowane
bytami prostszymi. Czesto stosowana w przypadku szukania
rozwigzan dla danych uzyskanych metodami empirycznymi, ktore
mogg by¢ obarczone btedami[

Zrodto: Wikipedia



Aproksymacija

Zadanie aproksymacyjne moze by¢ sformulowane bardzo rdznie.
W klasycznym przypadku dla danej funkcji f sposrdéd funkcji ustalonej
klasy poszukuje sie funkcj1 F (tez ustalonej klasy), ktéra w okreslonym
sensie najlepiej przybliza f.

Innym zadaniem jest wyznaczenie, mozliwie niskim kosztem,
przyblizenmia F' funkcpi f z zadana doktadnoscia. Mozna rowniez stawiac
problem aproksymacji nie jednej, ale catej klasy funkcji, funkcjami inne;
klasy. Rozwigzania tak roznie postawionych zadan sa oczywiscie rozne,
nie 1stnieje wiec jedna ,,optymalna” aproksymacja.

Funkcje A(x), znana lub okreslong tablica wartosci, bedziemy
aproksymowaC (zastepowac) 1nna funkcja F(x), zwana funkcjq
aproksymujgcq lub przyblizeniem funkcji f(x). Oczywiscie przyblizenie
takie powoduje powstanie btedow aproksymacji.



Aproksymacija

Niech f(x) bedzie funkcja, ktéra chcemy aproksymowaé, X - pewng
przestrzenig linlowg unormowang (tzn. okreslona jest w niej funkcja
nazywana norma) zas X,+; — (m+1)-wymiarowa podprzestrzenig liniowg
przestrzeni X,

Aproksymacja funkcji  f(x) polega na wyznaczeniu takich
wspdlczynnikdw ao, a1, as, ..., a, funkci:

F(x) =a,p,(x)+a,p,(x) +..+a,p,(x),

aby spelniala ona pewne warunki (np. minimalizowala norm¢ réznicy
If(x) - F(x)|]), przy czym o, @1, ..., p» S3 funkcjami bazowymi m+1
wymiarowe] podprzestrzeni liniowe) X1

Wybér odpowiednie) podprzestrzeni X, 1 zwigzane] z nig bazy (funkcji
bazowych ox (x)) jest zagadnieniem istotnym ze wzgledu na numeryczny
koszt rozwigzania 1 bledy zaokraglen.



Aproksymacija

Czesto obierang podprzestrzenia X+ jest:
e podprzestrzen funkcji trygonometrycznych z baza:
1, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x, ..., Sin kx, cos kx,
szczegoOlnie przydatna, gdy aproksymowana funkcja Alx) jest
funkcja okresowa;
podprzestrzen wielomiandéw stopnia co najwyzej m z bazg jednomianow:
Lx, x>, x, . . x"
e Mimo prostoty dzialan na wielomianach, baza ta ma istotng wade -
wrazliwos¢ na bledy zaokraglen; kumulujace si¢ bledy
w przypadku dziatan na matych oraz na niewiele réznigcych sig
liczbach mogg catkowicie znieksztalci¢ obliczenia.
e podprzestrzen wielomianéw stopnia co najwyzej m, okreslonych
na przedziale <-1, 1> z baza wielomianow Czebyszewa opisanych
dalej wzorem (3.65):
To(x), Tl(x), Tz(x), . Tm(x),
e czy tez z baza wielomianow Legendre'a wzor (3.56):
Lo(x), L1()C), Lz(x), cees Lm(x). 7



Aproksymacija

Zagadnienie aproksymacji przy wybranych funkcjach bazowych @i(x)
sprowadza si¢ do  jednoznacznego  wyznaczenia  wartoscl
wspotczynnikow ai, zapewniajagcych minimum normy |[[f(x) - F(x)|, czyli:

Ax) - (aofpo (x)+ a0, (x)+ T a,Q, (x))H :

Norma jest tu rozumiana w sensie miary odleglosct miedzy dwoma
funkcjami. Najczescie) stosowane normy w aproksymacji to:
e norma jednostajna (Czebyszewa) (wzér 3.34),
e norma Ly (wzér 3.35),
e norma sredniokwadratowa (wzor 3.36).



Aproksymacija

Zagadnienie aproksymacji przy wybranych funkcjach bazowych @i(x)
sprowadza si¢ do  jednoznacznego  wyznaczenia — wartoscl
wspolczynnikow ax, zapewniajgcych minimum normy ||f(x) - F(x)||, czyli:

[A(x) - (ao(Po (x)+ 4P, (x)+ et am(pm(x))H -

Norma jest tu rozumiana w sensic miary odleglosci migdzy dwoma
funkcjami. Najczescie] stosowane normy w aproksymacii to:
e norma jednostajna (Czebyszewa) (wzor 3.34),
e norma Lz (wzor 3.35),
e norma Sredniokwadratowa (wzoér 3.36).

W zaleznosci od stosowane] normy moOwimy odpowiednio
o aproksymacji jednostajnej (Czebyszewa), aproksymacji z normg Lo,
aproksymaciji Sredniokwadratowej.




Aproksymacija

Aproksymacja w przypadku normy L2 z wagq
Dla funkcji f(x) okreslonej 1 ciagle] na przedziale <a, b> poszukujemy
minimum calki:

b

[F(e)= (el = [wlx)[F () - F(x)F e, (3.35)

a

gdzie w(x) jest ciagla nieujemng funkcja wagowa, dodatnig poza zbiorem
miary Zero.

Natomiast dla funkcj1 f(x;), danej na dyskretnym zbiorze argumentow,
poszukuyjemy minimum sumy (metoda najmniejszych kwadratow):

)= S = 2wl ) ()= 1) 336

przy czym w(x;) jest funkcjg wagowq taka, ze w(x;) >0dla i =0, 1, ..., n.

10



Aproksymacja sredniokwadratowa

Aproksymacja taka nazywa si¢ aproksymacjq sredniokwadratowq. Polega
ona na takim wyznaczeniu funkcji F(x), aby suma kwadratow odleglosci
je1 wartosci od wartosci danej funkcji f(x) byta jak najmniejsza (rys. 3.5).

Aproksymacja sredniokwadratowa znacznie lepiej od aproksymacii
jednostajne] ,.eliminuje” duze btedy przypadkowe (np. wynikajace
z pomytek przy pomiarach).

y = f(x) A

f(x) ® - funkcja dana tablicg wartosci - f(x)
4 — - funkcja aproksymujgca - F(x)

L

7 >

X
Rys. 3.5. Interpretacja graficzna aproksymacji $redniokwadratowej

11



Aproksymacja sredniokwadratowa

Niech bedzie dana funkcja y = f{x), ktora na pewnym zbiorze X punktow:
X0, X1, X2, ..., Xn przyjmuje wartosci yo, vi, v, ..., v» . Wartosci te moga by¢
przyblizone, obarczone pewnymi bledami (np. bledami obserwacji
pomiarowych). Nalezy znalez¢ funkcje F(x) mato odchylajaca sie od dane;
funkcy flx) zarbwno miedzy weztami, jak 1 w wezlach xo, x1, x2, ..., X,
ktora przyblizalaby dang funkcje tak, aby ja wygladzic.

Niech ¢@;(x), j=0,1,2,...,m, bedzie ukladem funkcji bazowych
podprzestrzeni X,,. Poszukuyjemy wielomianu uogolnionego postact:

F(x) = a,P, (x) +a,Q, (x) +..+a,p, (x) (3.37)
lub:

a.p,(x), (3.38)

M=

F(x)=
i=0
bedacego najlepszym przyblizeniem sredniokwadratowym funkcjt f(x),
przy czym wspolczynniki a; sg tak okreslone, aby wyrazenie (3.36) bylo
minimalne.

12



Aproksymacja sredniokwadratowa

Oznaczmy:
H(ao, a,,dy,....d, ) =

n (3.39)

Sl [ 65 San o) =Sl

J=0

gdzie w(x) jest ustalong z gory funkcjg wagowa taka, ze w(x;) >0 dla
i=0,1,2,..,n, zas R; jest odchyleniem w punkcie x;. Najczescie]
przyjmuje si¢, ze funkcja wagowa w(x) ma stalg wartos¢, rowng
tozsamosciowo jednosci, mozna jednak dobra¢ inng funkcje wagowa (np.
jezeli wartosci funkcji f{x) w pewnych punktach znane sg z mniejszym
bledem, to w celu otrzymania lepszego przyblizenia przyjmuje si¢ w tych
punktach wieksze wartosci funkcji wagowej).

13



Aproksymacja sredniokwadratowa

W celu znalezienia takich wspélczynnikow ax, dla ktérych funkcja A
osiagga minimum, obliczamy pochodne czastkowe wzgledem zmiennych ax
1 przyrownujemy je do zera:

H =0 £=0]12,.,m.

k

Otrzymujemy uklad m+1 rownan 2z m+1 niewiadomymi ax,
k=0,1,2,.. m:

Al 1te)-Samle o) 0. @40

zwany ukladem normalnym. Poniewaz funkcje ¢;(x) tworza bazg
przestrzeni X,,, zatem wyznacznik ukladu (3.40) jest rézny od zera
1 jednoznaczne rozwigzanie tego ukladu zapewnia minimum funkcji A.

14



Aproksymacja sredniokwadratowa

W zapisie macierzowym uklad (3.40) przyjmuje postac:

DTDA:DTf, 3.41)
gdzie:
_ (O (xo) ............ ®,, (xo) . _ao - _f(xo )_
= QDO(XI) """""" QDm(xl) A= a f= f(x1)
| Po (xn) ............ @, (xn) ] _a;n _ _f(Xn )—

Macierz wspdlczynnikéw ukladu jest macierza symetryczng 1 dodatnio
okreslong, co zapewnia jednoznacznos¢ rozwigzania.

Uklad (3.40) lub (3.41) powstaje z rownania (3.37) po podstawieniu
wartosci punktow wezlowych x;, i =0, 1, 2, ..., n. Otrzymujemy wowczas
nadokreslony uklad »+1 rownan z m+1 niewiadomymi DA = f, z ktérego

po pomnozeniu (lewostronnie) przez D' dochodzi sie do (3.41). ”



Aproksymacja sredniokwadratowa

Jezeli za funkcje bazowe P;j(x) przyjmuje si¢ cigg jednomianow

1, x,x% x°, ..., X", to wzor (3.40) mozna zapisaé w postaci:
S rte)- S e =0k =012..m,
j=0 i=0

lub po przeksztalceniu:

S fx)x =Y a (nyk] k=0,1,2,...m. (3.42)
j=0 i=0 j=0

Oznaczajgc:
i = Zx;+k> Sk = Zf(xj)xf,
j=0 j=0

otrzymujemy uklad normalny (3.40) postaci:

Zaigik = gk k = 07192:---9m (343)

i=0



Aproksymacja sredniokwadratowa

lub:

a,(n+1)+ aIij+ +am2x?” Zf(xj)
ay Yy X, +  ay xT+ v ta, Y X" .)xj.
ay Y X2+ ay X0+ e Fa,y X Zf(xj)xf .

| T
[]
\
=

ogdzie wszystkie sumowania wykonywane sa od j=0 do j=n.

17



Aproksymacja sredniokwadratowa

Mozna wykaza¢, ze jezeli punkty xo, X1, X2, ..., X» sarézne 1 m < n, to
wyznacznik ukladu (3.43) jest rozny od zera, a wiec uktad ten ma
jednoznaczne rozwigzanie. Jezeli m = n, to wielomian aproksymacyjny
F(x) pokrywa si¢ z wielomianem interpolacyjnym dla punktéw
X0, X1, X2, ..., Xo 1 wOwczas H=0. W praktyce stopien wielomianu m jest
1 powinien by¢ znacznie nizszy od liczby punktow n, wtedy bowiem
korzystamy z duzej 1losci informacji (np. wynikoOw pomiardOw) uzyskujac
rownoczesnie prostsze (niskiego stopnia) funkcje aproksymujace.

Wielomian aproksymujacy dang funkcje f(x) w sensie najmniejszych
kwadratOow powinien mie¢ stopien na tyle wysoki, aby dostatecznie
przybliza¢ aproksymowang funkcje, a jednoczesnie stopien ten powinien
by¢ wystarczajagco niski, aby wielomian ten wygladzat losowe bledy
wynikajace np. z pomiarow. W praktyce stopien wielomianu okreslamy
a priori na podstawie analizy modelu fizycznego badanego zjawiska badz
tez przeprowadzamy aproksymacje kolejno wielomianami coraz to
wyzszych stopni 1 obliczamy odchylenia funkcji .

18



Aproksymacja sredniokwadratowa

Dla m = 6 uklad (3.43) jest zle uwarunkowany, wskutek czego otrzymane
wyniki obliczen moga by¢ tak bardzo zaburzone, iz nie nadajg si¢ do
praktycznego wykorzystania.

Niech x; beda rozlozone w jednakowych odstepach w przedziale
<0, 1>. Liczby g wystepujace we wzorze (3.43) mozna dla duzych m
przyblizy¢ nastepujaco:

m 1 m
gf_k:Z)(}+k%m.|‘X!+kdX: . 9i’k:0) 1:23 cecs m.
j=1 0

i+ k+1

Macierz wspotczynnikow uktadu (3.43) ma postac:

19



Aproksymacja sredniokwadratowa

| 1

2

1 1

A=l 5 3
m+1 m+2

2m+1 |

Elementy macierzy odwrotnej G sa rzedu 3-10'% co powoduje btedy
zaokraglen tak duze, ze wyniki praktycznie traca sens. Zatem stosowanie
aproksymacji z funkcjami bazowymi typu jednomianow x’ ma sens jedynie

dla matych m (m < 6).

20



Aproksymacja sredniokwadratowa

W celu aproksymacii danej funkcji wielomianami wyzszych stopni nalezy:
e zastosowac specjalng metode rozwigzywania ukladéw réwnan,
ktorych macierz wspotczynnikéw ma wyznacznik bliski zeru;
o zwickszyC precyzje (dokladnos¢) wykonywania obliczen;
e zastgpi¢ baze jednomiandéw x' baza zlozong z wielomianow
ortogonalnych.

21



Aproksymacja sredniokwadratowa

Przyklad 3.7.

W tabeli 3.5 dane sa wyniki pewnych pomiarow. Metoda najmniejszych
kwadratéw znalez¢ funkcje liniowa, ktora najlepiej aproksymuje podane

dane.

Tabela 3.5. Wyniki pomiarow do przykladu 3.7

j 1 2 3 4 5 6 7
X; 4 6 3 9 11 14
fx) 2 4 4 5 7 8 9

22



Aproksymacja sredniokwadratowa

W celu znalezienia funkcji lintowej, aproksymujace; dane z tabell,
nalezy wyznaczy¢ funkcje postaci (3.37):

F(x)=y(x)=a,0,(x)+a,0,(x)=a,+a,x = Zai@i (xj)

dla j=0,1,....7 oraz @ (x) = x°, p,(x) = x".
Okreslajac funkcje H, zgodnie z (3.39), otrzymujemy:

al):Z[f(xj) ] Z[f —a, @,(x al(pl(xj)]zz
:i[f(xj) —ay-ax, |’

23



Aproksymacja sredniokwadratowa

W celu wyznaczenia szukanych wspolczynnikow a,,a, obliczamy
pochodne czastkowe funkcji H wzgledem zmiennych a, oraz

przyréwnujemy je (patrz wzor 3.40) do zera:

gjj = —ZZ {f(xj) - ’iai@i(xj)}@k(xj) =0

W ten sposob otrzymujemy uklad dwdch rownan liniowych z dwiema
niewiadomymi:

T3 75 -3, 0,05, | 9u(,) =0

@H 7 m=1 )
. _ZZ f(xj) _Zai gDz'(xj) P l(xj) =0
\&11 J=0L =0 -

24



Aproksymacja sredniokwadratowa

Podstawiajac do powyzszego uktadu ¢,(x) = x" =1, ¢, (x) = x oraz dzielac
obustronnie oba rownania przez (-2) mamy:

| ilf(xj)_ao _alxj]°1:O

>[5, -}, -0

Podstawiajac nastepnie za x; 1 f(x;), j=0,...,7 wartosct z tabeli 3.5
plerwsze rownanie powyzszego uktadu przyjmie postac:
(l-a,-1-a)+2-a,-3-a)+(4-a,—-4-a,)+(4-a,—-6-a,)+

+(5-a,-8a)+(7-a,-9-a)+@8—a,-11-a,)+(9—-a,—-14-a,)=0

25



Aproksymacja sredniokwadratowa

a drugie:
(l-a,-1-a)1+2-a,-3-a,)-3+(4-a,—4-a,)-4+

+4-a,-6-a0,)-6+0B-a,-8-a,)-8+(7T—-a,-9-a,)-9+
+@8—-a,-11-a)-11+(9—-a,—-14-a,)-14=0

Po dalszych uproszczeniach otrzymujemy:
(40 -8 a,—56 -a, =0

364 —56a, —524-a, =0

8 a,+56 -a, =40

1564, +524-a, =364

a,+7 -a, =5

14a, +131-a, =91

<




Aproksymacja sredniokwadratowa

Rozwigzaniem uktadu jest:

L _6
)11
7 -
a, =—
\ 11
: : , 6 7
Poszukiwana funkcja /(x) ma wobec tego postac: F(x) = 1 + T X.

Graficzng reprezentacje przykladu demonstruje rys. 3.6.

Aproksymacja funkcja liniowa
10

2 S * - dane pomiarowe

- - funkcja aproksymujaca

0 5 10 15
X

27



Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 3.)5.

Wyznaczy¢ funkcje liniowg, ktora w sensie metody najminiejszych

kwadratow aproksymuje dane z tabeli 3.14.

Tabela 3.14. Dane do zadania 3.5

X 1 2 3 6 9
f 4 6 8 _14 20
Odp. WK = - 20— 2.

28



Catkowanie numeryczne (kwadratury
interpolacyjne)

W niniejszym rozdziale podane zostang metody numerycznego calkowania
funkcji (tzw. kwadratury) [1, 4, 7, 8, 9, 10]. Beda to metody, ktore jako
wynik dadzg przyblizong wartos¢ liczbowa calki postaci:

R, NIRRT (6.1)

Zakladamy, ze jest to calka wlasciwa tzn. ma skonczone granice
calkowania oraz funkcja podcalkowa f(x) jest ciagla w przedziale
calkowania. Obliczenie calki (6.1) nastgp1 przy uzyciu kwadratur postaci:

g = ' WP ). (6.2)

Wspolczynniki kwadratury A; oraz wezly x; sg niezalezne od funkci
podcalkowej ffx). Obliczenie wartosci calki (6.1) bg¢dzie polegalo na
aproksymacj1 funkcj podcalkowej za pomocg latwo calkowalnej funkcji.
W rozdziale podane zostana dwa rodzaje kwadratur:

29



Catkowanie numeryczne (kwadratury

interpolacyjne)

kwadratury Newtona-Cotesa, ktore oparte sa na przyblizeniu
funkcji podcatkowe] wielomianami stopnia pierwszego (metoda
trapezOw) oraz stopnia drugiego (metoda Simpsona);

kwadratury Gaussa, ktore polegajg na wykorzystaniu wielomiandw
ortogonalnych 1 takim wyborze punktéw x; oraz wspotczynnikow
Ai, aby kwadratura byla doktadna dla wszystkich wielomianow
mozliwie najwyzszego stopnia.

30



Wzor trapezow

Calke (6.1) mozemy przybliza¢ jako pole trapezu wyznaczonego przez
granice catkowania. Dla przypadku przedstawionego na rys.6.1 kwadratura
wyraza si€ wzorem:

5 G = —— GO -+ () 6.5)

Dla dwdch weztdw xp=a 1 x;=b btad takiej kwadratury jest dos¢ duzy.
Dlatego dokonuje si¢ podziatu przedziatu catkowania na n rownej dtugosci
podprzedziatow [x;, xi+/]. Krok miedzy weztami wynosi wtedy:
= (6.6)

W

=<4

natomiast wezly spetniaja zaleznosc:
W= W+ M = Mg, + X N B= O,1,.., M (6.7)

W takim przypadku przyblizenie catki (6.1) jest sumg pdl trapezdéw
wyznaczonych przez kolejne podprzedziaty:

31



Wzor trapezow

Ostatecznie wzor zlozony trapezéw mozna zapisa¢ w postaci:

My = B 0 R M+ AR+ BTN + B + G 0+ - BB

Blad tej kwadratury jest rzedu O(h?) i wynosi doktadnie:
EM B 2 OO
= o D G )

Wynika on z twierdzenia o reszcie w interpolacji wielomianowe;.

(6.8)

(6.9)

32



WzOor trapezow

Interpretacje geometryczng zloZzonego wzoru trapezow przedstawia rys.

6.2.

Rys. 6.1. Wzor trapezow dla n=1

0

Xy=d XrOX2 o Xnd b=x

Rys. 6.2. Wzor ztozony trapezow

i 4

33



Wzor trapezow
Przyktad 6.1.

Obliczy¢ wartos¢ catki MJ €1+ WMWY stosujgc wzor zlozony trapezow
z krokiem /=1/3.

Wynik obliczony w sposob analityczny to [=1.21895. Liczba
podprzedzialow wynost:
_m-®_ 1-0 _

=—=— =3,
3

a liczba wezlow jest rowna (n+1) czyli w naszym przykladzie 4.

Wezly majg wartosct:

Wy = 0 —lewy przedzial calkowania,

W= Wy+ K =1/3,

W = W4 + 0 = 2/3,

W = Wh + M = 1 —prawy przedziat catkowania.

34



Wzor trapezow

Wzor na kwadrature to:

W = 0 o2 o WM = 0o 01+ B

Wykonujac obliczenia dla naszego przypadku mamy:
W = [ N RNRGH + D N+ B + SR, NE =

= SHETH O+ 01+ 1+ Q1+ 2+ €T+ 10 = 121760

Wartos¢ bledu wynosi dla »=3 wynosi:

B o, _ 1.21760-121895 o o
i = mﬁ%%mmo/o = B2 00100% = 11.08%

Oczywiscie dla mniejszego kroku, czyli wieksze) liczby wezlow,
wartos¢ bledu tez sic zmniejszy 1 wynik bedzie dokladniejszy.

35



Wzor ztozony trapezow

clc
clear all;
close all;

format long

a=0.;

b=1.;

n=4000;

h=(b-a) /n:;

10 # definicja funkcji podcalkowe]j
11Tfunction [yl= my func(x)

W J o O W=

Xe)

12 | y=sqgrt(l.+x):

13 Lend

14 # wzor zlozony trapezow
15 x(1)=a:

legfor i=2:n+l
17 x(i)=x(i-1)+h;
18 y(i)=my func(x(i)):

19 Lend

20 disp( )
21 x

22 Ts=0.;

23 bfor i=2:n
24T Ts=Ts+y (1)

25 Lend

26 # wzor zlozony trapezos

217 Tn=h*(0.5*y(l1l) + Ts + 0.5*y(n+1)):;
28

29 disp(

30 Tn



Wzor Simpsona

Catke Ngq HDHINK adzemy przybliza¢ rowniez jako pole pod parabolg
przechodzacg przez punkty xo=a, x;=(a+b)/2, x2=b, czyli:

- 00 M+
MR = —— R + AB(—) + H(H)E (6.10)

Przy podziale przedziatu catkowania na n/2 roéwne) dlugosci

podprzedzialy [x; xi+1], przy zatozeniu parzystosci liczby », otrzymujemy
wzor ztozony.

Wzor ten ma postac:

M- 1
20
W= [ 6 %@E*‘ 4%@;1%*‘ M%%zmw
=0

= §K|EKIMW+ + U006 X+ 06, X

+ OGN + A0 X+ DR, K
+ X0, M+ + A00EN + + DO K +
+ M%-z@*‘ 4%%-1%4‘ M%@Nm
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Wzor Simpsona

Ostatecznie wzor ztozony Simsona to:
S= filgll+ 4l i+ filkahl+ [ + flixy. 0+ 20lfix,H+
+ filx, N+ N+ filx, oM+ flix, KX (6.11)

Btad te; kwadratury jest rzedu O(h*) i wynosi doktadnie:
-
— l(4)(|§{m), ULORREN DRI 0 (19 D)

Przykilad 6.2.

Obliczy¢ wartos¢ calki NJ &1+ WM z przyktadu 6.1 za pomoca wzoru
ztozonego Simpsona.

Wartos¢ kroku w tej metodzie musi ulec zmianie — nie moze wynosié
h=1/3, bo woéwczas n nie jest liczba parzysta. Wezmy h=1/4 1 wtedy n=4.
Wezly wynoszg odpowiednio: 0, V4, %4, 74, 1.

Wzér ztozony Simpsona dla tego zadania ma postac:
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Wzor Simpsona

Wy = §m@)+ AN M+ 0005 XN+ 2000008 W6+ 1008, MK =

1
= o IIOH + 4G + () 0+ 2000 + B(1)0 =

_ 1 ) vv ; 3 AV —
= ENE1+ 4Z+ ZMJ’ 2§+ ¢2= 1.21895

Przy obliczeniach analitycznych, juz dla 5 wezlow osiggamy
doktadno$¢ wyniku 107,

Przykiad 6.3.

Stosujac wzor ztozony Simpsona obliczy¢ przyblizong wartos¢ In(7).

W tym celu nalezy skorzysta¢ z zaleznosci:
NG = 1 > 1.
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Wzor Simpsona

Przyymiymy krok obliczen #=0.2. Wtedy:

7-1
W= — =
WX = 30.

k
Wezly majg wartosct:

Wy = 1, M= Mg, + 0.2 NG K= 1,2, ...,30.

Wzor ztozony Simpsona przyymuje w tym przyktadzie postac:
30 = MJJ“ 405 (Mg 1) + 20 (W) + RGN

Funkcja podcatkowa ma postac:

RN = ém.
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Wzor Simpsona
Wezly wyrazajg si¢ zaleznosciami:
Wog= 1+ B N2K
Wom 1 = 1+ 0 B(20+ 1).

Ostatecznie
0.2 14 1 14 1 1
= —N1 + 0] + O + = = . .

Wynik dokladny to 1.94591.

Ostateczna posta¢ wzoru zlozonego Simpsona przyblizajacego In(7) dla
dowolnego parzystego # to:

/2 1 w2 1 1
= -1+ 40 + 20, -——+ =N
i = 3K B= 0 1+ [ {208 1) B11+0pm 7
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Wzor Simpsona - przykiad

(= EN e DU ) B R VS T o0 I

(o]

10
101
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
3
32
33
34

-~

clc
clear all;
close all;

format long

a=7/.;

b=1_3

n=2:0; # liczba przedzialow calkowania
h=(a-b)/n; # dlugosc podprzedzialu calkowani

# definicja funkcji podcal
Hfunction [yl=

y=1./x%;
“end
Elfor i=l1:n+l

y(i)=my func(x(i)):;

“end

# zlozony wzor Simpsona

Spa=0.; |# parzysty skladnik sumy

for 1=2:2:n
Spa=Spa+y (i) ;

end

Snp=0.; # nieparzysty skiadnik sumy
for i=3:2:n-1

T Snp=Snp+y (1)) ;

end

Sn=(h/3)*(y(1) + 4*Spa + 2*Snp + y(n+l

disp (
Sn
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Wzor Simpsona

Zageszczanie wezldw daje nastepujace wyniki:
e dla n=40 wynik S40=1.94593;
e dla #»=50 wynik S50=1.94592;
e dlan=60 wynik S60=1.94591 (wartos¢ jak dla wyniku doktadnego).
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Kwadratury Gaussa

Kwadratura Gaussa oparta na n+/ punktach ma by¢ dokladna dla
wielomianow: 1, B B¢, .. B"™71  Powstaje uktad 2m+I) rownan
nieliniowych z 2(n+1) niewiadomymi. Okazuje si¢, ze pierwiastki tego
uktadu sg miejscami  zerowymi  odpowiednich  wielomianow
ortogonalnych. Dzigki temu uktad, ktory nalezy rozwigzac, redukuje si¢ do
n+1 rownan liniowych, z ktorego wyznacza si¢ wspotczynniki kwadratury.

Rozwazmy teraz catke I, okreslong wzorem:

b
Iy = I wlxKfxMdXx, (6.13)

odzie funkcja wagowa o jest dodatnia na [a,b].

Wielomiany ortogonalne — wielomiany wzajemnie do siebie ortogonalne w
sensie pewnego iloczynu skalarnego. Korzysta sie z nich miedzy innymi przy
rozwijaniu funkcji w szereg Fouriera i interpolacji wielomianowe;.
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Kwadratury Gaussa

Twierdzenie 6.1

Kwadraturg Gaussa postaci Wil = o WM. opar2y na n+l

wezlach o maksymalnym rzedzie, rownym 2n+1, jest kwadratura
interpolacyjna, ktore; wezlami sg pierwiastki (n+17)-go wielomianu
ortogonalnego na [a,b] z waga o.

Dla kwadratur Gaussa wezly kwadratury sg zatem pierwiastkami
odpowiedniego wielomianu ortogonalnego.

Twierdzenie 6.2
Wspolczynniki kwadratury Gaussa wyrazajg si¢ wzorami:

_ Mg 1 S 1 _

1 = By T o (T () = 0,1,.. M (6.14)
gdzie ax jest wspolczynnikiem przy najwyzsze) potedze k-tego wielomianu
ortogonalnego pk. a xg xi1, ..., X» 54 pierwiastkami (n+1/)-ego wiclomianu
ortogonalnego.
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Kwadratury Gaussa

Twierdzenie 6.3
Jesli () B WP% 2[) M, to reszta kwadratury Gaussa wyraza si¢ wzorem:

f@2n + 2@(6)
W2n+20as . 4

b
R, fil = 0, WEXERY, 1 AxfAdx (6.15)

W szczegdlnym przypadku, dla funkcji wagowej (W) K T,
wspolczynniki kwadratury 4; 1 wezly x; dobiera si¢ tak, aby kwadratura
byla dokladna dla wszystkich wielomianow w(x) stopnia nie wigkszego niz
2n+2. Wtedy kwadratura (6.2) jest kwadraturg Gaussa przyblizajacg calke:

1
H_ ., A (6.16)
Jest to osiggnigte, gdy spelniony jest uklad:

il i 1 .
O o W™ = 0, BVOW R W= 0,1,..,2M+ 1, (6.17)

w ktérym za funkcje podcatkowa przyymuje si¢ wiclomiany bazowe.
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Kwadratury Gaussa

Po wyliczeniu prawych stron uktad (6.17) mozna zapisac krécej:
O o Wl = ——0 - B- 10 TR W= 0,1,.. 2+ 1. (6.18)

Do obliczenia catki w dowolnym przedziale [a, 6] dokonujemy
liniowego przekszta{cenia przedziatu [a, b] na przedzial [-1, 1]. Wtedy:

W= — i+ — (6.19)
a catka po przeksztaiceniu ma postac’:

i B, 1

(6.20)
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Kwadratury Gaussa

Zalety kwadratur Gaussa:

1. Mozemy przy ich uzyciu oblicza¢ przyblizone wartosci calek
osobliwych bardzo czegsto wystepujace np. w fizyce.

2. Maja one duzo wyzsza dokladnosc.

3. Dla (nt+1) punktow kwadratura Gaussa jest dokladna dla
wielomianéw stopnia 2n+1, gdy kwadratury Newtona-Cotesa sg
dokladne tylko dla wielomianow n-tego stopnia.
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Kwadratury Gaussa

Przykiad 6.4.

Obliczy¢ wspdlczynniki 1 wezty kwadratury Gaussa dla przedziatu [-1,1] z
funkcja wagowa () X 1 opartej na dwoch weztach.

Przyymujac n=1, mamy kwadrature rzedu 4. Nalezy rozwiaza¢ uktad
rownan dla £ od 0 do 2n+1=3 zgodnie ze wzorem (6.17):

k=0: W ROGLHC + W, NNHHO = 2
k=1 W ImH + 0 RREE = O,
k=20 W BNHGH2 + W NEME = 2
k=3 Wi, NNA,ER + M, AEMES = O,
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Kwadratury Gaussa

Rozwigzaniem sg liczby:
Ao=A1=1

oraz

My = ——N@n

Kwadratura dwupunktowa Gaussa dla przedziatu [-1,1] 1 wagi H(H) X
1 ma postac:

i, R = - ém + mé

1

1 przybliza ona calke:
R FRIFRRRE
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Kwadratury Gaussa

Pryykiad 6.5,

Obliczy¢ wspdlczynniki 1 wezly kwadratury Gaussa dla przedziatlu [-1,1] z
funkcja wagowa MX(H) ¥ 1 opartej na trzech wezlach. Dla n=2 bedzie to
kwadratura rzedu 5.

Nalezy rozwigza¢ uklad réwnan dla £ od 0 do 5 zgodnie ze wzorem
(6.16). Rozwiagzaniem sg liczby:

Ao=A>=35/9, Ai=8/9.

oraz

anlw |

m):-gg, =0 M =K
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Kwadratury Gaussa

Kwadratura trzypunktowa Gaussa dla przedziahu [-1,1] 1 wagi:
(M) B 1 ma postaé:

N0 = < IR~ 0 38 + < MANOM + < HAEN 3.

1 przybliza ona calke:

1
i, AR

Przykiad 6.6.
Sprawdzi¢, czy kwadratura postaci:
- 2 W+ 20

W o + na 4

3 3 3NM

M =

. . » .
Jest kwadraturg Gaussa przyblizajaca wartos¢ calki i, HIHNIIK
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Kwadratury Gaussa

K jest kwadraturg o trzech wezlach czyli n=2. Trzeba sprawdzi€ czy
zachodzi wzor (6.15) dla:

Wo = W = Wy = —
ST e g
1 wezlow:
20+ [ i+ 2
w=mom =B - B2
Sprawdzamy, dla k = 0, czy zachodzi rdwnos¢:

W
0% o IR0 = 1" WO

Liczac stronami otrzymujemy:

B 0

W= 0F o WGNH0 = oF (Wyh1 = Wy + W + B, = 30— = M- W
W= 0, BOmE= E- 6
Dla k£ = 0 zachodzi rownos¢ (L=P).
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Kwadratury Gaussa

Podobne sprawdzenie nalezy zatem przeprowadzi¢ dla £/=1,2,....5.

Dla k = 1 otrzymujemy:
i
O o Wl = W 0 MO

Liczac stronami mamy:

2a+b
3

+

L= 02 AlxE = Aglixg + Aq lixy + Ay lix, = 22 ilila+

a+ 2bm _ b-a %6a+ 3b _ b;)a 123 + bl

3 3 3

W= 0, 0= (6 - ).

+

Wobec powyzszego L#P dla k=1 - zatem kwadratura ta nie jest kwadraturg
przyblizajaca podang catke, gdyz nie jest doktadna. Dla kolejnych & nie ma
juz potrzeby sprawdzania.
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Kwadratury Gaussa

Z przyktadu 6.6. wynika, 1z wezty 1 wagi nie moga by¢ dowolnie wybrane
w danym przedziale catkowania. Stad caly proces wyboru tych danych
w kwadraturach Gaussa ma istotne uzasadnienie.

W praktyce nie znajduje sie jednak punktow 1 wag Gaussa z uktadu
(6.15), tylko wykorzystuje sie wielomiany ortogonalne. Wartosci
wspotczynnikdw A; oraz weztow x; dla poszczegdlnych wartosci n oraz
odpowiednich wielomianéw ortogonalnych sa stablicowane, ogolnie
dostepne 1 nie oblicza sie ich kazdorazowo od nowa, gdyz generowatoby
to bardzo duzy koszt.

W kolemnych rozdzialach przedstawimy cztery najczescie) uzywane

rodzaje wielomianéw ortogonalnych 1 odpowiadajace 1m kwadratury
Gaussa.
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Kwadratury Gaussa-Legendre’a

Wielomiany ortogonalne Legendre’a:

MR = 1, [ ERE = 1,

20+ 1 b
g 1 BOOE = = R ~ —— gy (1. (6.26)

Funkcja wagowa dla tych wiclomianow to:
= 1,

przedzial calkowanmia [-1,1]. Zatem calk¢ (6.27) mozemy przyblizac
kwadraturami Gaussa- Legendre’a

1 mn
R, B B~ O o W), (6.27)

w ktore) wezly x; sa pierwiastkami wiclomianu ortogonalnego Legendre’a
stopnia (n+1) a wartosci A; odpowiadajgcymi 1m wspolczynnikami.
Wtabeli 6.3 przedstawiono wartosci tych wspolczynnikow dla
wiclomiandw stopnia od 1 do 3.
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Kwadratury Gaussa-Legendre’a

Tabela 6.3. Wartosci wezlow 1 wag kwadratur Gaussa-Legendre’a

n I Xi A;
0 -0.577350 1
1 1 0.577350 1
0 -0.774597 5/9
2 1 0 8/9
2 0.774597 5/9
0 -0.861136 (0.347855
1 -0.339981 (0.652145
3 2 (0.339981 (0.652145
3 0.861136 (0.347855
0 -0.906180 (0.236927
1 -0.538469 0.478629
4 2 0 (0.568889
3 (0.538469 0.478629
4 (0.906180 (0.236927
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 6.1.
Obliczy¢ przyblizona wartosc catki
g - @+ 20107 + 100

stosujac wzor ztozony trapezow oraz wzor zlozony Simpsona dla liczby
weziow rownej:

a) 7.

b) 10;

c) 13;

d) 25;

e) 31.

Odp. Warto$¢ calki ze wzoru analitycznego wynosi: -27.51

58



Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 6 2.

Obliczy¢ przyblizong wartos¢ calki:

01 0+ R 0 DO
stosujgc wzor zlozony trapezoéw oraz wzor zlozony Simpsona dla liczby
wezlow rownej:

a) 7.

b) 21.

AT/
RGN

Odp.
a) Te =0.937954 Se6=0.933279;

b) 16 =0.933709 Ss=0.933289.
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 6.3.
Obliczy¢ wzorem zlozonym Simpsona z dokladnoscia do 10~ pole pod
jednym tukiem:

a) sinusoidy;

b) cosinusoidy.

Odp.
a) Se=2.00086;
b) Se=2.00086.

Zadanie 6.4,

Obliczy¢ dwupunktowa kwadratura Gaussa przyblizong wartos¢ calki:
MES - Mlsm(m) - TR

Odp. W, = -2.1591.
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 6. 5.

Obliczy¢ trzypunktowg kwadraturg Gaussa przyblizong wartos¢ catkai:

RS A - omRmm

-E£5+¢€3
Odp. ), = 745.356.

Zadanie 6.6.

Obliczy¢ dwupunktowg oraz trzypunktowg kwadraturg Gaussa przyblizone

wartosci catek:
31,

I

a) N1 ,

b) 0, HHEMR
c) 0, ) A,

d) 1), sinGa

a) Ki=109091 |,
b) K;=0.711942,
¢) Ki=19799 |,
d) K1 =0616191,

K2 =1.09804
K, =0.718252
K, =1.389115

K2 =0.637062.
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Dziekuje za uwage
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