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Produs cartezian

Df. Fiind date doua multimi A si B vom numi produs
cartezian si vom nota prin A x B, multlmea tuturor perechilor
ordonate de elemente din A si B definita astfel:

AxB={(a, b):acA be B}
Fiind datd o a treia multime C putem construi urmatoarele
produse carteziene:

(AxB)xC={(a, b),c:acsA beB ce(C}
AxBxC)={(@a, (b,c)):aE A beB,ce(}
AxBxC={a b,c)ae A beB,ce(}

Elementele produslui cartezian de forma A, x A, x ... x A_se
numesc n-upluri ordonate.

Multimile A, A, ..., A se numesc factorii produsului
cartezian, iar’ eleméhtele a, a,..a se numesc

coordonatele (sau pro:ectule) elementdlui (a ey @),

In cazul cand A=A, = A = A putem nota A xAZ X .. X

A cu A"

Adlca A=A XA AA=AXxAXxA A=AxAXx..xA(den
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Submultimi. Exemple

Fie A={A, B, C, D}, B={I, 2, 3, 4}.
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Relatii binare, ternare, n-are

O relatie binara este o submultime a unui produs
cartezian de forma A x B.

Din acest motiv mai spunem ca avem o relatie
binara de la A la B.

O relatie antre mult imile A, B si C este o submultime
aAxBxC.

De exemplu,
{0, 1), (1, 0)} € Z2;
{0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0)} < Z5.
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Relatii binare, ternare, n-are

O relatie n-ara intre multimile A, A, .., A este o
structura ordonatd de formap=(A, A, ...,A, Rjunde R <
A xA,x..A . Mullimea R se numeste graficul relatiei p.

In particular, dacd A, = A, =... =A_= A spunem c& avem o
relatie n-ara omogena pe A.

Daca R=A, xA,x... xA_relatia se numeste universala.
Dacad R = 2 - relatie vida.

Daca p = (A,B, R) atunci inscierea a p b este echivalenta cu
(a, b) € R.

De exemplu, fie A ={0, 1, 2} atunci relat ia “<” este (A, A,

{0, 1), (0, 2)).
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Imaginea directa. Imaginea
Inversa

Domeniul relatiei

dom() ={a € A: 3 b € Bincat (a, b) € R}.
Codomeniul relatiei

codom(p) ={b € B: 3 a € Aincat (a, b) € RL
Imaginea directa a multimii X S A prin relatia p este

oX)={b e B: 3a€X ap b}
Imaginea inversa a multimii Y & B prin relatia p
este

p'(Y)={aeA: I beY,apb)
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Imaginea directa. Imaginea

Inversa
Fie A={a, b, ¢, d}si B={1, 2, 3, 4}.

Fie R={(a, 1), (a, 2), (b, 4)}sip = (A, B, R).

Atunci p(fa}) = {1,2}; p({a, b} ={1,2,4}, p(c, d}) = ;
o '{1}) ={a} p'(1, 4) = {a, b}, p'({2}) = @.

Fie A = {Student], Student?2, Student3, Student4} si
B ={Cursl, Curs2, ..., Curs_}.

Fie R = {(Studentl, CursZ2), (Student2, Curs?2), (StudentZ2,
Curs4), (Student3, Cursl)} si

p = (A,B, R). Utilizati diagrame.
Atunci:
p({Studentl, Student2}) = {Curs2}; p({Student4}) = 2;

“"{Curs1, Curs2, Curs4})) = {Studentl, Student2,
Stu -0~ '({Curs3}) = 2.



Relatii surjective, injective,
binare omogene

Relatia p este surjectiva daca p(A) = B.
Relatia p este totala daca p~'(B) = A.
Relatia este injectiva daca pentru orice
a € A este cel mult un element b € B
Incat (a, b) € R.

Fie o relatie binara omogena p = (A, A,
R) in acest caz putem folosi expresiile:
"o relatie binard pe multimea A’

“A este inzestrata cu o relatie binard"
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Relatii surjective, injective,
binare omogene. Matricea

Fie R = (@, @), @, PVBIL 1)) definit pe 4 -
{a, b, cf,

Matricea binara (imaginar pe randuri si pe
coloane scrieti elementele multimii a):

®d
£

1 1 0] C ' ; » bucle
Ao =0 1 0 | |
0 1 0. B
R

Fie R = {(a, a), (a, b), (b, b), (c, b)}definita pe 4 =
{a, b, ¢/

Graful orientat este prezentat in fig.




Proprietati: reflexivitate,
antireflexivitate

Relatia p = (A, A, R) se numeste reflexivd daca pentru orice a € A
avem (a, a) € R(sau a p a).
Reflexivitate. Fie A = {0, 1, 2, 3}si p ="“<".

O R
=

1 1
0 1
0 O

0 O

Diagonala principala este 1. Toate varfurile au bucle.

Relatia p = (A, A, R) se numeste antireflexiva daca pentru orice a €
Aavem (a, a) £ R.

Fie A={0,1, 2, 3}si p ="<".

1 1 1 1
0O 1 1 1
0O 0 1 1
0 0 0 1.
iagonala principala este 0. Nu sant bucle.




Relatii simetrie, asimetrie

Relatia p = (A, A, R) se numeste simetrica daca
pentru orice (a, b) € R avem (b, a) € R.

De exemplu,
A=1{0,1,2,3}si R=1(3, 2), (1, 1), (2, 3), (0, 2), (2, 0);.
Construiti matricea acestei relatii. Construiti matricea

transpusa. Matricea relatiei este simetrica. Construiti
graful orientat.

Relatia p = (A, A, R) se numeste asimetrica daca
pentru orice (a, b) € R avem (b, a) € R.

De exemplu,
A=1{0,1,2, 3}si R={(3, 2), (2, 3), (0, 2)}.
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Relatii antisimetrie,
tranzitivitate

Relatia p = (A, A, R) se numeste antisimetrica daca
pentru orice (a, b) € R avem (b, a) € R cu exceptia
cazurilor cand a = b.

Relatia antisimetrica este o relatie asimetrica cu cel
putin o pereche de formatul (a, a).

De exemplu,

A=1{0,1,2 3}siR={(3,2), (1, 1), (0, 2)}.
Relatia p = (A, A, R) se numeste tranzitiva daca
pentru orice (a, b), (b, ¢) € Ravem (a, ¢) € R.

De exemplu,
A=1{0,1,2 3}siR={(2, 1), (3, 2), (3, 1)
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Operatii: reuniunea,
Intersectia, compunerea,

inversarea
Fie relatiile p]=(A,A,R]) Si p2=(A,A,R2), atunci reuniunea:
p,Up, ={(ab)eA’:
(a,b)ER, sau (a,b)ER.} A @A - OR b
Fie relatiile p,=(A,A,R ) si ,o2=(A,A,R ) atunci mtersec;ia:
p,Np,={(a, b) € A:
(a, b) € R, si (a, b) € R_}. Ap] @Ap2 ; a/.jAND b/'j'
Fie relatiile p,= (A,A,R)) si p,=(A,A,R,), atunci compunerea:
p, - p,={@ b) €A’ (a, c) ER, si(c, b) € R} AA
Fie relatia p = (A,A, R) atunci inversarea:.
“T'={(@, b) € A°: (b, a) € R}
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Inchiderea reflexiva

Fie relatia p = (A,A,R), daca p nu este reflexiva atunci ea poate fi
transformata intr-o relatie reflexiva adaugand perechi de forma (a, a)
unde a € A.

Relatia finala se numeste inchiderea reflexiva a relatiei p.

Inchiderea reflexiva este cea mai mica relatie reflexiva care contine
p. “Cea mai micad” in raport cu relatia . Exemplu de inchidere
reflexiva:

Fie A={0, 1, 2}si R={(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 2)}.

Relatia p = (A,A, R) nu este reflexiva. Inchiderea reflexiva a relatiei p
este:

Inchiderea reflexiva a relatiei < este <. Inchiderea reflexiva a relatiei

= este relatia universala. 1
=
—m 3
e
2N _D




Inchiderea simetrica

Cea mai mica relatie simetrica care contine relatia p = (A, A, R)
se numeste inchiderea simetrica a lui p.

Inchiderea simetrica se obtine daca pentru fiecare pereche (a, b)
din R adaugam perechea (b, a).

Inchiderea simetrica a relatiei p este p U p7/.

Fie A =1{0, 1, 2}si R ={(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 2)}. Relatia p =
(A,A, R) nu este simetrica.

Inchiderea simetrica a relatie p este prezentat in fig.

Fie relatia p = (A, A, R), daca p nu este tranzitiva atunci p poate
fi transformata intr-o relatie tranzitiva in felul urmator:
addaugam perechea (a, ¢) daca p contine (a, b) si (b, ¢). Este un
algoritm recursiv.




inchiderea tranzitiva

Relatia finala se numeste inchiderea tranzitiva a
relatiei p.

Exemplu de inchidere tranzitiva: Fie A ={0, 1, 2, 3, 4}
si R={(1, 2), (2, 3), (3, 4), (2, 0)}.

Relatia p = (A,A, R) nu este tranzitiva.

Inchiderea tranzitiva a relatie p este prezentatd in fig.

In graful orientat daca de la un virf la altul exista un
drum atunci aceste virfuri trebuie unite printr-un arc
in inchiderea tranzitiva. Iﬂ




Ordine partiala

O relatie binard omogena se numeste relatie de ordine
partiala, daca este reflexiva, antisimetrica si tranzitiva.
Exemple:

Relatia < pe Z;

Relatia € pe P(2);

Relatia "a divide b" pe N.

Pentru relatiile de ordine partiala se foloses simbolurile

—.u =

O multime pe care este definita o relatie de ordine
partiala se numeste multime partial ordonata.
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Succesor. Predecesor

Fie (A, j-:) o multime partial ordonata. Fie a, b € A;
daca a =b atunci fie a = b fie a = b.

Daca a = b si a = b, atunci notam a —b si spunem
ca a este predecesorul lui b;

sau b este succesorul lui a.

Daca a —9 si nu exista cincit e—ic —) spunem ca a
este predecesorul imediat (nemijlocit) al lui b.
Exemplu. Fie A = {0, 1, 2}, pe P(A) consideram relatia
<. Scrieti predecesorii lui {0, 1, 2}.

Care dintre acestea sint predecesori imediati?
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Diagrame Hasse

Exercitiu. Descrieti relatia de ordine partiala descrisa
de deigrama Hasse de mai sus.

{0,1,2}

w» C




Maxim/minim.
Comparabilitate

Fie (A, =) o multime partial ordonata. Daca exista a €
A cu proprietatea ca pentru orice b € A avem a€ b,
atunci a se numeste cel mai mic element.

Daca cel mai mic element exista atunci el este unic.
Un element a este minimal daca nu exista b cu b = a.
Intr-o multime partial ordonata (A, ) doua elemente a
si b se numesc comparabile daca a— b sau I= a.

O relatie de ordine partialda Tn care orice doua
elemente sint comparabile se numeste relatie de

ordine totala.
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Ordine lexicografica. Relatii de
echivalenta, clase de
ec |\lalent=\

=) si (B)=)) doua multimi partial ordonate.
Putem deflnl pe A X B urmatoarea relatie de ordine:
(@, b,) (a, b,)daca: 1). a, ,a,sau 2). a,=a,sib,,
>
Aceasta ordine se numeste ordine lexicografica.

O relatie binara omogena este relatie de echivalenta
daca este reflexiva, simetrica si tranzitiva.

Relatii de echivalenta: “=". Relatii care nu sint de
echlvalenta <

Ce puteti spune despre matricea binara a relatiei de
echivalenta?

uteti spune despre graful orientat a relatiei de
echival®me
Thtr-a relatie de t3n=(A A R)bnentru fiecare




Ordine lexicografica

Fie (A, ;)= (B, ,) doua multimi partial ordonate. Putem
defini pe A x B urmatoarea relatie de ordine: (a,, b))
(a,, —b,)daca: 1). a, =, a,sau 2). a,=a,si b, =, b,.

Aceasta ordine se numeste ordine lexicografica.

O relatie binara omogena este relatie de echivalenta
daca este reflexiva, simetrica si tranzitiva.
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Relatii de echivalenta, clase de
echivalenta

O relatie binara omogena este relatie de echivalenta
daca este reflexiva, simetrica si tranzitiva.

Relatii de echivalenta: “=". Relatii care nu s=t de
echivalenta: “<”, "#".
Intr-o relatie de echivalenta p = (A, A, R) pentru fiecare

element a € A consideram:

[a]p ={b € A: ap b}

Aceste multimi nu sint vide. Aceste multimi sint
disjuncte.

Multimea de forma [a] | se numeste clasa de
echivalenta a elementului a in raport cu relatia p.
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