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Reziduu: definitie, calcul, teorema reziduurilor

Sa consideram in cele ce urmeaza o functie olomorfa f : D — C(D ¢ C, D
domeniu).Fie acum a € C astfel incat f admite dezvolare in serie Laurent:
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Z a, (": T ai)n

n=—o0

in coroana circulara:
0<|z—a|l <R




Definitia 1.1 Punctul a se numeste punct ordinar daca seria Laurent 1.1.1 este se-
rie Taylor (nu are termeni cu puteri negative ale lui (z — a) ) , punct singular es-
ential izolat dacd partea principala are un numdar infinit de termeni §i pol de ordin k
dacad partea principala are un numar finit de termeni, primul coeficient nenul fiind a_;,
(adicd f (z) = oo _ran(z—a)", a_p #0).

Definitia 1.2 Daca a este un punct singular esenfial iolat sau un pol se numeste
reziduul functiei f in punctul a catul dintre valoarea integralei functiei t pe o curbd in-
chisa simpla situata in coroana circulara 1.1.2 ( curba care sa inconjoare punctul a si
sd fie parcursad in sens direct) §i 2.

Definitia 1.3 Se numeste reziduul functiei t in punctul de la infinit catul dintre valoarea
integralei functiei pe o curba simpla inchisa parcursd in sens invers, (in exteriorul
curbei functia neavand alt punct singular decdt (eventual) punctul de la infinit) si 2.




Teorema Reziduul functiei f in punctul a este egal cu coeficientul lui == din
Z—Q
dezvoltarea in serie Laurent (1.1.1):
Rez(f,a) = a—

iar reziduul punctului de la infinit este egal cu acelasi coeficient inmulfit cu -1:

Rez(f,a) = —a_;

din dezvoltarea in serie Laurent in exteriorul unei coroane circulare:
o
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Teorema (teorema reziduurilor) Integrala functiei f pe curba I este egald cu suma
reziduurilor functiei f pe punctele ay, as, ..., a, inmultita cu 2m1 :

k=1

]{f (2)dz = 2m2 Z Rez(f, a;).
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APLICATII



‘)—, s = .
Calculul integralelor de forma fu R (sinz, cosz)dx, unde R (sinx, cosx)
este o functie rationala in sin x $i cos x.

Pentru calculul acestor integrale facem schimbarea de variabilda z = €** si conform
formulelor lui Euler:
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27 21 2 2
de unde dz = £ Cu aceasta schimbare de variabila integrala va deveni o integrala pe
cercul de raza 1 si centrul O, adica:

i ' , z—2% 243\ dz _
/ R(sinz, cosz)dx = ]4 R|l—=—=|—= ]{ Ri(z)dz.
0 21 2 12

c(0.1) c(0,1)
Pentru calculul ultimei integrale din formula 1.2.2 aplicam teorema reziduurilor

pentru functia R;(z) pe cercul C(O, 1) (vezi figura de mai jos).
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Conform acestei teoreme

/ R, (2)dz = 2m1 Z Rez (R, (z) , zx)
C(O.1)

| 2| <1,k=0n
(in suma se considera reziduurile functiei R, (z) in toate punctele singulare, care vor fi
poli, din interiorul cercului C(O, 1), notate in figura alaturata cu zp z;, z2, - - - 2, )




Calculul integralelor de forma f E “’dx unde P(z) si @ (z) sunt
polinoame.

Pentru convergenta integralei de mai sus e necesar ca P sd aibd gradul cu cel putin
douad unitafi mai mic decat gradul lui ). Pentru a putea aplica teorema reziduurilor la
calculul acestor integrale avem nevoie de urmatoarea lema:

Lemma (lema 1 Jordan) Dacd Iy este un arc de cerc cu centrul in origine si de
raza R, f : D — C o functie olomorfa cu I'r C D pentru R suficient de mare si

o | e

lim,_ zf (z) = 0 atunci




Calculul integralelor de forma fu P”'d ,unde P(x) si @ (z) sunt
polinoame.

In acest caz se presupune ci ) n-are radicini reale si pozitive si are gradul mai mare
cu cel pufin doud unitafi ca P. Pentru a calcula aceasta integrala se considera functia
Fkz2) = L) 1n 2 si integrala ei pe conturul (r fiind suficient de mic si R suficient de

Q(z)
mare astfel incat toate radacinile lui ¢) sa fie in interiorul conturului):




Calculul integralelor de forma ;- C‘g:l:d unde P(z) si Q (z) sunt
polinoame, iar o € (0 1)

Pentru calculul acestor integrale se face acelasi rafionament ca la cazul precedent, pen-

i fiz)= 05; ) . (aceleasi conditi asupra gradelor polinoamelor, iar ) poate sa aiba

ca radacina reala (simpla) doar pe 0). Avem:

/ C\P(Z) d /R Q Qriap(x)
Z &= & e 45
B @(2) ; Q (z)

obtinem:
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