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Постановка задачи 
многокритериального выбора

(в терминах решений)

 ЗМКВ:   〈X, f, PX〉

X – множество возможных решений
f =(f1,…,fm) – векторный критерий
PX – бинарное отношение строгого предпочтения 

ЛПР, заданное на X; т.о. xPX x‘ означает, что  x  
предпочтительнее   x‘

C(X) (Sel(X)) – множество выбираемых решений
C(X)  ⊂   X  



Постановка задачи 
многокритериального выбора

(в терминах векторов)

ЗМКВ:  〈Y, PY 〉
Y = f(X) – множество возможных векторов
PY – отношение строгого предпочтения на  Y
xPX x‘ ↔ yPY y‘ , где y = f(x), y‘ = f(x‘)
C(Y) (Sel(Y)) – множество выбираемых 

векторов
C(Y) = f(C(X)) ⊂ Y



Множество Парето

Pf(X) = {x*∈X| не существует x*∈X : f(x) ≥ f(x*)}

P(Y) = {y*∈Y | не существует y*∈Y : y ≥ y*}

y ≥ y* ↔ yi ≥ yi* , i=1,…,m; y ≠ y* 

P(Y) = f(Pf(X))



Аксиомы «разумного» выбора

Аксиома 1 ( аксиома исключения 
доминируемых векторов) 

y1
 ,

 y2 ∈ Y :    y1
 PY

 y2    ⇒   y2  ∉ C(Y). 

Аксиома 2 (аксиома Парето):

y1
 ,

 y2 ∈ Y :    y1
 ≥

 y2    ⇒   y1  PY y2.



Принцип Эджворта-Парето

Предположим, что в процессе выбора 
ЛПР следует аксиоме Парето. Тогда для 
любого множества выбираемых им 
векторов  C(Y), подчиненного аксиоме 
1, имеет место включение

 
                            С(Y) ⊂  P(Y)



Геометрическая  иллюстрация



Выводы

1. Если ЛПР выбирает хотя бы один вектор за 
пределами множества Парето P(Y), то оно 
игнорирует по крайней мере одну из аксиом 1 
− 2.

2. Если хотя бы одна аксиома 1 или 2 не 
принимается, то выбираемый вектор не 
обязательно должен быть парето-
оптимальным.

3. Если используется какой-либо метод выбора 
того или иного парето-оптимального вектора, 
то обязательно следует предполагать 
выполненными обе аксиомы 1 – 2.



Эвристические методы отыскания 
«наилучшего» решения

• Методы ранжирования (J. Borda, M.Condorcet, 
A. Copeland), МАИ (T. Saaty), ELECTRE (B. 
Roy), MACBETH (J. Brans)   

• Методы, основанные на построении функции 
ценности (R. Keeney, H. Raiffa, P. Fishburn)

• Методы скаляризации
• Целевое программирование
• Лексикографическая оптимизация
• Человеко-машинные процедуры



Методология сужения множества 
Парето

• Гафт М.Г., Озерной В.М.
• Подиновский В.В. и Вик.В.
• Ларичев О.И.
• Ногин В.Д.
• Берман В.П., Наумов Г.Е.
• Барышников Ю.М., Березовский Б.А., 

Борзенко В.И., Кемпнер Л.М.



Свойство произвольной пары 
парето-оптимальных векторов

Пусть Y ⊂ Rm. Для любых двух векторов  y,y’∈ 
P(Y)  существуют два непустых 
непересекающихся множества номеров  
критериев  A,B ⊂ {1,2,,…,m} , таких, что 

  1)  yi > y’i    для всех  i ∈ A
  2)  y’j > yj    для всех  j ∈ B
  3)  ys = y’s  для всех остальных  s (если они 

найдутся)



«Квант» информации
Самый простой способ сужения множества 

Парето – это исключение какого-то одного 
вектора из пары парето-оптимальных 
векторов после их сравнения; 

иначе говоря, −  предпочтение одного парето-
оптимального вектора другому, т.е. 

                             y PY y’,         где     y, y’ ∈ P(Y).

Будем говорить, что подобное предпочтение 
составляет некий «квант» информации об 
отношении строгого предпочтения  PY  ЛПР. 



Развитие идеи

Для того чтобы сужение было «заметным» 
необходимо ограничить рассмотрение таким 
классом задач многокритериального выбора, 
в котором поступление одного указанного 
«кванта» информации приводило бы к 
удалению сразу целого ряда других парето-
оптимальных векторов.

Существует несколько подходов, которые, в 
сильной степени зависят и от шкал, в которых 
измеряются значения критериев.



Предположения

Будем считать, что значения критериев 
измеряются в количественных шкалах 
(отношений, разности, интервалов).

Рассматриваемый  класс задач ограничим 
набором из определенных 4 аксиом 
«разумного» поведения ЛПР в процессе 
выбора решений.



Аксиомы «разумного» выбора

1) Исключение доминируемых векторов
2) Транзитивность отношения предпочтения
3) Согласованность отношения предпочтения с 

критериями
4) Инвариантность отношения предпочтения 

относительно положительного линейного 
преобразования



Оценка сверху

При выполнении аксиом 2-4 неизвестное 
отношение PY  строгого предпочтения ЛПР 
является конусным с острым выпуклым 
конусом.

Получение «кванта» информации дает 
возможность выделить некоторую «часть» 
отношения  PY, с помощью которой можно 
построить определенную оценку сверху   P^(Y)   
для неизвестного множества выбираемых 
векторов:        C(Y) ⊂  P^(Y) ⊂ P(Y) 

    где P^(Y) = f(Pf^(X)).



Геометрическая  иллюстрация

P^(Y)



Построение «нового» критерия

Новый критерий  f^  отличается от «старого»  f 
лишь компонентами группы  B:

• f0^(x) =  min { fi(x)/wi | i∈A } + min { fj(x)/wj | j∈B }

• fij^(x) = fi(x)/wi  + fj(x)/wj     для всех  i∈A, j ∈ B

где
           wi = yi − y’i ,     wj = y’j − yj .



Использование набора «квантов» 
информации

Получены условия непротиворечивости 
подобной информации.

• В случае конечного Y разработан алгоритм 
построения оценки сверху

• Для бесконечного Y есть ряд результатов, но 
в общем случае решения нет. Задача 
выпуклого анализа.



Полнота конечного набора «квантов» 
информации

Доказано, что с помощью конечного 
непротиворечивого набора «квантов» 
информации можно получить сколь угодно 
точную оценку сверху для неизвестного 
множества недоминируемых векторов

Ndom(Y) = { y*∈Y | не существует  y∈Y: y Py y* } 



Обобщение и развитие

• Более общие шкалы для измерения значений 
критериев

• Нечеткое отношения предпочтения  PY  и/или 
нечеткое множество  Y

• Использование функций выбора (в том числе 
и нечеткой) и общей модели теории выбора 
вариантов

• Решение прикладных задач



Персональная страница в Интернет

На русском языке:

http://www.apmath.spbu.ru/ru/staff/nogin 

На английском языке:

http://www.apmath.spbu.ru/en/staff/nogin 
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