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Содержание курса
№ Тема занятий

1

Основные структурные изменения и особенности проведения 
государственной аттестации учащихся в 2015. Технология 
подготовки учащихся к овладению алгебраическими методами 
решения задач с параметрами.

Технология подготовки учащихся к овладению функциональными 
методами решения задач с параметрами.

3
Технология подготовки учащихся к овладению функционально-
графическими методами решения задач с параметрами.

4
Технология подготовки учащихся к овладению геометрическими 
методами решения задач с параметрами.

5
Технология подготовки учащихся к овладению решения задач с 
параметрами комбинированными методами.

Итоговая аттестация
По результатам посещаемости и успешности выполнения 
контрольных работ.

2

2



Содержание
• О функциональном методе решения задач с 

параметрами
• ЕГЭ 2014-2015 (было и предлагают в материалам  

методических рекомендаций ФИПИ)
•  Основные типы задач
• Технология подготовки учащихся к овладению 

функциональными методами решения задач с 
параметрами.  

• Печатные и электронные ресурсы. 
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О функциональном методе решения 
задач с параметрами

Функциональный метод решения задач с параметрами является 
составной частью и естественным развитием функциональной линии 
обучения математике. Рассмотрение функционального метода в 
программе средней школы на базовом уровне носит эпизодический 
характер, при изучении отдельных тем. Однако многие уравнения и 
неравенства, содержащие параметр, быстрее и проще решаются 
именно с использованием рассматриваемого метода. 

Наиболее часто используются следующие  свойства функций: 
� кусочная монотонность большинства алгебраических и элементарных 

трансцендентных функций (в частности, на этом основан метод 
рационализации);

� свойства четности и нечетности;
� периодичность функций;
� свойства ограниченности области определения или области значения 

функции. 
В отличие от графического метода, знание этих свойств функций 

позволяет находить точные корни уравнения без построения графиков 
функций. Таким образом, использование свойств функций 
способствует рационализации решений уравнений с параметрами.
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ЕГЭ 2010-2014 (функциональный метод, задачи) 
Год Условие

2010

2011

2012

2013

2014
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ЕГЭ 2015  (спецификация и кодификатор)
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Литература для подготовки по заданию 
20 ЕГЭ 2015 профильного уровней
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Литература для подготовки по заданию 
20 ЕГЭ 2015 профильного уровней
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Функциональные методы решения  в электронных 
пособиях Прокофьева А.А. и Корянова А.Г.

Адреса:
http://alexlarin.net/ege/2012/C5-2012.http
://alexlarin.net/ege/2012/C5-2012. html
и
http://www.alexlarin.net/ege/2011/c52011.
html 

и

Из оглавления пособия 2011 года:
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Классификация задач, решаемых 
функциональными методами

1. К первому типу отнесем задачи, в условии которых непосредственно 
требуется исследовать свойства функции y=f(x,a) (область определения, 
монотонность и т.д.) в зависимости от значений параметра a, принимающего 
допустимые числовые значения. 
2. Ко второму типу задач отнесем такие, в которых формулировки свойств 
функции в точке или на промежутке позволяют рассматривать параметр не 
только в формуле, но и при задании области существования функции. 
Например, исследовать на монотонность функцию                         на промежутке 
[t; t+2] при всех значениях t. 

3. Третий тип задач связан с постановкой  дополнительных условий на свойства 
функции (количество нулей функции, ограничение на наибольшее значение 
функции и т.д.).

4. Решение задач четвертого типа опирается на определение свойства функции 
(непрерывность, дифференцируемость, экстремум, …). Подобные задачи 
можно переформулировать и свести к уравнению, неравенству или системе 
уравнений (неравенств), для решения которых используют аналитический или 
функционально-графический способы (графическую интерпретацию). 
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С чего следует начать?

Начать следует с повторения свойств 
функций (пункт 3.2 кодификатора к ЕГЭ 
2015) и основных определений.
В соответствии с требованиями 
кодификатора повторить свойства 
функций, указанных в таблице в пункте 
3.3. 
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Область определения функции
Для решения задач этого типа следует знать и помнить области 

определения всех элементарных функций, изучаемых в школьном 
курсе.

Может оказаться, что для двух функций  f(t)  и g(t) пересечение их 
областей определения                          содержит всего лишь несколько      
значений переменной. Тогда  в случае решения уравнения

или неравенства                их будет достаточно проверить 
подстановкой в уравнение (неравенство).  

В случае, когда                , подобная задача становится задачей с 
параметром.

Начинать же следует с решения подобных уравнений и неравенств 
без параметра, а затем переходить к задачам нахождения областей 
определения функций, зависящих от переменной и параметра.

Пример. Определите значения параметра а, при которых функция 

определена для всех
                                                                                Ответ:  
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Область определения функции (задачи)
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Область определения функции (ответы)
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Область значений функции
 Знание области значений функции оказывается полезным при решении 
уравнений и неравенств в следующих случаях.
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Область значений функции
 Полезно знать и уметь находить область значений функций на все области 
определения и на отрезке.
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Область значений функции
 Полезно знать и уметь находить область значений функций на все области 
определения и на отрезке.
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Область значений функции
 

 Статья. Прокофьев А.А., Бардушкин В.В. Использование свойств функции
                        при решении задач. «Математика в школе», − М.: «Школьная

                         пресса», 2013. − № 9. − С. 23–31. 18



 

19



Область значений функции
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Область значений функции (задачи и ответы)

                                                                                                           Ответы: 
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Четность, нечетность функции
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Четность, нечетность функции
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Четность, нечетность функции
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Четность, нечетность функции
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Четность, нечетность функции (задачи)
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Четность, нечетность функции (ответы)
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Четность, нечетность функции

Статья: Прокофьев А.А. Использование свойств симметрии 
выражений относительно переменных  при решении задач. 
«Математика для школьников», 2011, − М.: «Школьная пресса», № 3. 
− С. 3–13.

Идея четности применяется при решении следующего примера. 
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Непрерывность функции (задачи и ответы)

 

Ответы.
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Использование обратной функции
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Использование обратной функции
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Использование обратной функции (задачи)
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Использование обратной функции (ответы)
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 Использование ограниченности функции
Метод оценки (минимаксные задачи)

Идея метода минимаксов.

     
Иначе говоря, уравнение                         можно переписать в виде
min f(x) = max g(x), то есть нужно найти такие значения      чтобы они 

одновременно являлись точками минимума для функции         и 
точками максимума для функции g(x) . 

Поэтому подобные уравнения называют «минимаксными задачами».
Наиболее часто этот метод можно применить в случаях, когда 

функции, стоящие в левой и правой частях уравнения – разного 
типа (степенная и логарифмическая, степенная и 
тригонометрическая и т.д.)
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 Использование ограниченности функции
Метод оценки (минимаксные задачи)

Статья: Прокофьев А.А., Корянов А.Г. Использование свойства 
ограниченности выражений с несколькими переменными при решении 
задач. «Математика в школе», − М.: «Школьная пресса», 2010. №8. – С. 
3-12, №9. – С. 29-35. 35



 Использование ограниченности функции
Метод оценки (минимаксные задачи)
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 Использование ограниченности функции
Метод оценки (минимаксные задачи)
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Использование ограниченности функции
  (использование неотрицательности функции)

Найдите все пары действительных чисел a и b, при которых имеет хотя бы 
одно решение уравнение 

Ответ: (2; 5), (5; 2). 38



Использование ограниченности функции
 (использование неотрицательности функции)

 

39



Использование ограниченности функции
 (наибольшее и наименьшее значения функции)
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Наибольшее и наименьшее значения функции
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В некоторых задачах для нахождения множества значений функции
(нахождения наибольшего или наименьшего значений) удобно ввести 

параметр.  Множество значений параметра, при которых  уравнение                  
имеет решение, образуют область значений функции.

Наибольшее и наименьшее значения функции
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Экстремумы функции
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Экстремумы функции
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Наибольшие и наименьшие значения функции и 
экстремумы
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Наибольшее и наименьшее значения функции (задачи)
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Наибольшее и наименьшее значения функции (ответы)
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Наибольшее и наименьшее значения функции (ответы)
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Использование монотонности функции
(монотонность функции на промежутке)

Статья: Прокофьев А.А., Бардушкин В.В. и др. Композиция функций и 
функциональные уравнения. «Математика», 2010, № 8. − С. 3-12.
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Использование монотонности функции
(монотонность функции на промежутке)
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Использование монотонности функции
(монотонность функции на множестве R)
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Использование монотонности функции
(монотонность функции на множестве R)
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Монотонность функции (задачи)
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Монотонность функции (ответы)
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Монотонность функции (задачи и ответы)

 

55



Логарифмические уравнения и неравенства
При решении логарифмических  уравнений и неравенств используются 
следующие логические схемы, основанные на монотонности 
логарифмической функции (аналогичные схемы имеют место для 
показательных уравнений и неравенств):
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Задание 20. Логарифмические уравнения
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Логарифмические неравенства
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Использование монотонности функции
(функции разной монотонности)
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Функции разной монотонности
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Использование монотонности функции
Задачи вида
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Доказательство утверждения

Задачи вида
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Метод рационализации
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Применение метода рационализации
Сначала демонстрация применения метода для решения неравенства без 
параметра.
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Применение метода рационализации
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Периодические функции и параметр (задачи)

Учебник. Шабунин М.И., Прокофьев А.А. Математика. Алгебра. Начала 
математического анализа. Профильный уровень: учебник для 11 класса. − 2-е 
изд., испр. и доп. − М.: БИНОМ. Лаборатория знаний. 2011. – 391 с. Гриф МО. 66



Периодические функции и параметр
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Периодические функции и параметр (задачи)
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Периодические функции и параметр (ответы)
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Применение производной

Статья: Прокофьев А.А., Корянов А.Г. Различные подходы к решению 
задач С5 ЕГЭ. «Математика», − М.: 2011, № 5. − С. 11–21.
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Применение производной
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Применение производной
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Печатные и электронные 
ресурсы

Школьные учебники.
Пособия для подготовки к ЕГЭ по математике.
Журналы «Математика в школе», «Математика 

для школьников»,
«Математика», «Потенциал»

Сайты: alexlarin.net, abiturient.ru (МИЭТ),
mathus.ru/math/ , reshuege.ru,

ege-ok.ru/category/zadachi-s-parametrom/
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Контакты
Спасибо за внимание!
aaprokof@yandex.ru

21.11.14
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