METODE NUMERICE - curs 11
Cap. 7 Aproximarea numerica a functiilor

7.4 Derivarea numerica

[ fiefunctia  f:[a,b] >R, a,beR, f=1(x) Sidivizarea A a intervalului [a, b]:

Appiasxy <l <x; <l <x, <b

] notatie: f. =f(x,), i=0,0 ,n
[ problema derivarii numerice — aproximarea valorilor derivatelor funciiei f:

f'(x"), f"(x"),§ Vx e[a,b]

utilizand setul de valori:

..........

[ solutia — se determina o funciie de tip polinomial care aproximeaza f

l

se evalueaza derivata sa in diverse puncte din intervalul [a, b]

] aplicabil primele doua derivate — daca datele sunt afectate de eroare (de exemplu, zgomot de
masura), atunci operatia de derivare tinde sa amplifice aceste erori.
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7.4.1 Derivarea numerica bazata pe interpolarea Lagrange

[J L(x) - polinomul Lagrange care interpoleaza functia f(x)

f(x) = Lx) = YA [ ]-fi}=§Li<x)-fi

i=0  j=0 Xi —Xj

/ ‘]il

derivata de ordin 1

£'(0=L'(x) = Y LI,

n 1 non derivata de ordin 2

L) =[MT———1{2[ [I&x-x)I}

0 (X =X;)" k=0 =0 n
J# J#i1; j2k fﬂ(X) ~ L”(X) — ZL;’(X) . fi
=0

n 1 n n n
L) =M lm——=1{2[2C [T&x-x)}
=0 (G =X) eo0 Go
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7.4.2 Formule de derivare numerica bazate pe interpolarea cu functii spline cubice

] fie s,(x) - functia spline cubica naturala care interpoleaza functia f

T pentru x efa,b] &> f'(x)=s,(x) 1

trebuie ideryﬁicatl tervalul [x,, x,,;] unde se afla argumentul X"

!

5, (X) xixiyg] & (x=%;)" +b;-(x =% +¢; - (x =x;) +
f (X*)ES'A(X*)[X. xis1] =32, (x —x)° +2-b; - (x" —x)) +¢; f'(x;) = ¢

f'(x") = s (x") =6-a,-(x —x;)+2-b, f'(x;)=2-b,

[xi, Xi11]

] pentru aproximarea derivatelor de ordin superior, se folosesc functiii spline de ordin
mai mare decat 3 pentru aproximarea funcfiei f
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7.5 Cuadratura numerica

[ functia f:[a,b] >R, f =f(X), cunoscuta prin intermediul setului de puncte:

Xi,fiYicon o T =1(X)) a=X,<x, <l <x,<x,, <l <x,=b

b
1 problema de calculul — determinarea valoarii integralei definite I(f) = jf(x)-dx

I(f):nili(f), Ii(f)szlf(x)-dx, i=0,0 ,n—1 ’j
i=0

Xj

| spre deosebire de operatia de derivare numerica, cuadratura tinde sa “netezeasca” sau sa
diminueze erorile ce afecteaza datele.

Definitii:

<> Se numeste requla (elementara) de cuadraturd, o formula simpla care aproximeaza valorile

integralelor elementare .

<> Se numeste requld compusa de cuadraturd, o formula care aproximeaza valoarea integralei

definite , ca o suma a reqgulilor (elementare) de cuadratura.
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7.5.1 Regula dreptunghiului

1 functia f(x) este aproximata pe intervalul [X;, X;,;] printr-un polinom de gradul zero:

£(x) = F((x; +X4,1)/2)

’ y=£(x)
- Ii(f);Di(f)—hi-f(%} h,=x,,-x,i=01 ,n-1
f(ﬂ) sz \\= n-l n-l X. +X.
2 - \\\ I(f);D(f)=ZDi(f)=Zhi-f( = 1+‘j
i=0 i=0

O I %\ . -
f nu este cunoscuta analitic
\\\\\ X se vor considelra trei perechi de puncte cu

X +X. X abscisele echidistante:

(X110, (x5, 1), (X5 Ti0p)

— 1

D;(f) = (xi = %) - 1(x3)

% h%£7(8), & € (a,b)

ep()=1(0)-D(F), [ep (D)<

2
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7.5.2 Regula trapezului

‘1 f aproximata printr-o dreapta pe intervalul [X;, X;,;]

1T

L(E)=T(f)=h; -

f(x;)+1(x,)

,1=0K ,n—1,

I(f) = T(£) = f’_iomf) =X h-

o f(x)+f(x,)
5 .

er () =1(F) ~T(£)

b—a
24

ler (D)<

h*-£7(8), § € (a,b)
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7.5.3 Regula Simpson

] f aproximata printr-un polinom de gradul al doilea ce trece prin punctele:

X: +X. X:+X
X-,f x. )}, i 1+1’f i
X, 1)} = ( 5

] j}a X T}

() = S(f) = gsi (f) =

Si(f):%-hi -[f(xi)+4-f(

X; + X

j + f(Xi+l

n—1 1

26-hi-{f(xi)+4-f£

)}, i=0M0 ,n—1,

X; + X
! o+ f(x ) |
2 j ( 1+l)j|

2850 %

e (£) = I(E) = S(F), | es(F) |2 ——- 3" .f<4>(xi+2xi+1)
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f nu este cunoscuta analitic

l

se vor considera trei perechi de puncte cu
abscisele echidistante:

2 |
(Xi—l 9fi—1)9 (Xi 9fi)9 (Xi+19fi+l) Si (f) = E'Di(f) +§'Ti (f)

se considera divizarea intervalului [a, b] ca fiind formata din puncte

echidistante:

h:Xi+1 — X

1i=0{ ,n-1

12

dezvoltari particulare:

= n-impar

regula 1/3 Simpson

/

S(f):%-(fo +4-f, +f, +f, +4-f;+f, +0 )

:g-(fo +4-f,+2-f, +0 +4-f ;+2-f ,+4-f ,+f)).

" n-par

regula 3/8 Simpson

/

S(f):%-(fo+3-fl +3-6, + 2, +3-1, +3-F, +1

+2-f +3-f ,+3-f , +1).
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7.5.4 Cuadratura bazata pe interpolarea cu functii spline cubice

] se utilizeaza rezultatele aproximarii functiei f prin interpolare cu functii spline cubice (naturale)

b n—1
1(f)=jf(x)-dx;zB-hi4 ‘a, +%-hf b, +%.h§ ¢, +h, -di}

i=0

-x,, 1=00 ,n—-1

tinand cont de expresiile coeficientilor a,b,c,d:

;l?f(x).dx ~ I:Zé{hi : f(Xi)+2f(Xi+1)

fata de formula trapezului, apare in plus termenul hf (b; +b

)/12

i+1

creSte precizia
aproximarii
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Cap. 8 Ecuatii diferentiale ordinare cu conditii inifiale

8.1 Formularea problemei

8.1.1 Ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intdi

1 fie o functie reala de doua variabile reale:

f=1(t,y(t) te[a,b] - variabild independentd

y:[a,b] > Ic R, f:[a,b]x]I >R y=y(t) - variabild dependenta

1 se considera ecuatia diferentiald de ordinul intdi de forma:

dy(t

2O _ (e, y(0) (1)
problema Cauchy | ——

Yo =Y¥(to), toela,bl,ygel ty =a (2)

conditia inifiala

] Problema de calcul — determinarea solutiei (aproximative), y(t), a ecuatiei diferentiale (1),

cu conditia initiala (2), pentru orice valoare a argumentului t e[a,b]
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Teorema:
Fie ecuatia (1) Si conditia initiala (2). Daca sunt indeplinite conditiile:
= functia f este continua in raport cu argumentul te[a,b}
= functia f este lipschitziana in raport cu argumentul y <1, anume 3L > ( astfel incdt este
indeplinita relatia:
Vtela,b], Vy;,y, €I, [f(ty)—f(t,y) <L |y -y,

atunci exista Si este unica o solutie a problemei Cauchy.

metodele numerice de rezolvare a problemei Cauchy discretizeaza intervalul [a,b] intr-o retea de

puncte distincte Si anume:

A[a,b]: a:to <t1<m <ti_1<ti<m thb

prin anumite formule de recurenta se calculeaza y, drept aproximatii ale solutiei exacte y(t),

avand drept punct de start valoarea precizata Yoo y(t)=y, i=LN

Yo, V1.0 ,yxn} solutia numerica a problemei Cauchy

pasi de integrare

h1 =t1+1 —tl,IZO,l,...,N—l

[to.ty] <——— pasdeobservare
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8.1.2 Ecudtii diferentiale ordinare de ordin superior

ecuatii diferentiale ordinare de ordinul

n n-1
a - d yrEt) ra,,- d f_gt)
dt dt
a,,b,eNR,i=01,...,n; a

n

+0 +a,-

#0

dy(t)
dt

+a, - y(t) =by-u(t),

y(tg), YV (tg)ss YV (k) to €[a,b]

u(t)

(3)

condifiile inifiale cunoscute

cunoscuta analitic sau printr-un Sir de valori

[ pentru rezolvarea numerica a acestei ecuatii — se transforma intr-un sistem
de n ecuatii diferentiale ordinare, fiecare ecuatie fiind de ordinul intai

l

metodele pentru rezolvarea ecuatjilor diferentiale de ordinul intai se
extind la cazul sistemelor de ecualii diferentiale
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ecuafia (3) se rescrie sub

forma:
n n-1
d'y(t) _ 3, _y(t)_a_l.dY(t) g 3 4y b, ()
dt" a, a, dt a, dt"!' a,
o, =a,/a,, k=1..,n; B,=by/a,
notatii:
R Xl(t) = y(t):
dy(t) _ dx; (1)
t) = = =¥, (t
(== m 1(V)
2
se definesc urmoarele variabile de - x3()= d yz(t) = dx, (1 =H¥,(1)
lucru: dt dt
O R
n—1
Xn(t) — d y(t) — an—l (t) — ﬁ
L de! dt

(1) =x,(1)
X, (1) = x5(1)
0 y(H) =x,(t)
%n—l (t) - Xn(t)

\ﬁn (t) = —Wn t Xy (- Wy XZ(t) - - oy Xy () + Bn -u(t)

n-1 (t)
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notatii:

(3)

-

——g(t,Xl(t),M 7Xn(t)) = Xl(t); fi (taXl(t)sM 9Xn(t)) = Xit (t)a i=1,., n-—1

_( fn (‘[’Xl(t)aN 9Xn(t)) = =0y °Xl(t)_ — = 'Xn(t)—i'Bn 'U.(t)

xO=[x;® 1 x,@], fexO) =[x 0 fexo)]

[ dﬁit) = f(t,x(1)),

= y(t) = g(t,x(1)),

Cx(t)=x" =l n <] =f) By )

dt
y(t)=c' -x(t)

{d"“) — A-x(t)+b-u(t)

0 1 0 K 0 0
0 0 1 W 0 0
I i
A=
K 0
0 0 0 K 0 1
|0y Oy —O,, W ey oy



