TEMA:
Functii continye pe spafii fopo/og[ce. Muyltinmi deschise. Muyltimimchise. Uec[/{dz‘dﬁ. Pyncte
interiore, exterioare, aderente, de frontierd.

Homeomorfism a spaticlor topologice.




Fie X s1 Y doua spatii topologice, A o submultime a lui Xsifief: A—Y o
functie. Fie a un punct de acumulare al lui A (adica un punct cu proprietatea ca

pentru orice U vecinatate a lui a, A N (U \ {a})#@). Se spune ca f are limita bEY

in punctul a si se scrie limf(x) =b daca pentru orice vecinatate V a lui b exista
xX—a

F U n C -!-I I o vecinatate Uy a lui a astfel incat f(x) € V pentru orice x € (Uv \ {a}) NA.

confinue pe

Se spune ca f : A —Y este continud intr-un punct a € A daca pentru orice

- vecinatate V a lui f(a) exista o vecinatate Uy a lui a astfel incat f(x) € V pentru
S p O -|-| I orice X € Uv NA. Se observa ca f este continua in orice punct izolat (adica un
) ° punct aEA pentru care exista o vecinatate U a lui a astfel incat A N U = {a}).

TO p O | O g I C e Daca a€A este punct de acumulare pentru A, atunci f este continua in a daca si

numai daca lirré f(x)=f(a). Daca f este continua in a $i (Xn)s este un sir din X
X

astfel incat Tll_g)lo Xx,=a, atunci 711_{1.}0 [ (xp)=f(a).

Se spune ca f : A —Y este continud pe A daca f este continua in orice punct

acA.




Daca X si Y sunt douad spatii fopologice si f:X—Y

este o functie, atunci urmatoarele afirmatii sunft
echivalente:

1. f continua pe X

e 2. Pentru orice multime deschisd G ¢ Y, £(G) este deschisa in X
o o“”:"’“‘:""';’r;;;ﬁ/ R
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4. Pentru orice A c X avem f(A) c f(A)
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Vi 5. Pentru orice B c Y avem f-1B cf! (B) .

Daca X si Y sunt doua spatii topologice si f:X—Y este o functie bijectiva, atunci f se numeste homeomorfism
daci fsi f! sunt continue.



Topologie

Fie X o multime. O familie T de submultimi ale Iui
X se numeste topologie pe X daca si numai daca sunt
indeplinite urmatoarele condifii:
1. X s1 @ sunt elemente ale lui t
2. Daca I este o familie oarecare de indici si
daca G; € 1 pentru orice 1 € I, atunci
UiEI ] &
3. Daca I este o familie finita de indici si daca

Gi € 1 pentru orice 1 € I, atunci ﬂia G ET




Multimi
deschise/inchise

S

Multimea X inzestrata cu o topologie T se numeste
spatiu topologic si se noteaza (X,t). Daca nu exista posi-
bilitatea unei confuzii, nu se mai precizeaza topologia .
Elementele unui spatiu topologic se numesc puncte, iar
elementele topologiei se numesc mulfimi deschise (cu
alte cuvinte, GCX se numeste multime deschisa daca si
numai daca G € 1). O submultime F a spatiului topologic

X se numeste inchisa daca este complementara (in

raport cu X) unei multimi deschise.




O submulfime F a spatiului topologic X se numeste inchisd daca este com-

plementara (in raport cu X) unei mulfimi deschise. Topologia in care fa-

Ti p U ri d o milia multimilor deschise este {@, X} se numeste topologia indiscretdi sau

topolog

. triviald pe X. Topologia 14 = 2% se numeste topologia discretd pe X. Fa-

milia reuniunilor de intervale deschise ale lui R impreuna cu @ da o topol-

ogie pe R numita topologia uzuald (sau topologia naturald) pe R .




Vecinatati

O submultime V a spatiului topologic X se numeste vecindtate a punctului
X€EX daca exista o multime deschisa G astfel incat XEG cV. Mai general, V este
o vecinatate a multimii A ¢ X daca existd o multime deschisa G astfel incat
A cG c V. Se poate arata usor ca o submultime A c X este deschisa daca si nu-
mai daca este vecinatate pentru orice punct al sdu. O mulfime U(x) de vecinatati
ale unui punct x €X se numeste sistem fundamental de vecindtdfi pentru punctul

x daca pentru orice V vecinatate a lui x exista UEU (x) astfel incat U c V.

Daca notam cu V(X) multimea tuturor vecinatatilor lui x

atunci sunt adevarate urmatoarele proprietati:

O

O

V1. Daca V € V(x) atunci XeV.
V2.DacaV e V(x)s1tVc U, atunci U €
V(x).

V3. Daca V, U € V(x), atunci VU € V().
V4. Daca V € V(x), atunci existad U € V(x)
astfel incat V este vecinatate pentru fiecare

punct yeU.



Puncte

Interioare

Se numeste inferiorul mulfimii
A, si se noteaza cu inf(4) (sau
A ). reuniunea tuturor
multimilor deschise incluse in
A. Int(A) poate fi definit in
mod echivalent ca fiind cea
mai mare multime deschisa
(relativ la relatia de incluziune)
continuta in A. Punctele
mulfimii int(A) se numesc
puncte interioare ale lui A. In
consecinta, x€int(A) daca si
numai daca existd o mulfime
deschisa G astfel incat
XEGCA. Multimea A este

deschisa daca si numai daca
A=int( A\

>

Aderente

Se numeste inchiderea
mulfimii A. si se noteazi cu A.
intersectia tuturor multimilor
inchise ce contin pe A.A poate
fi definitd in mod echivalent ca
fiind cea mai micd multime
inchisa (relativ la relatia de
incluziune) care contine pe A.
Punctele multimii A se
numesc puncte aderente ale
lui A. Se observa imediat ca
XE A daca si numai daca
pentru orice vecinatate V a lui
X, VNA#@. Mulfimea A este
inchisa daca si numai daca

A=A . Multimea A se numeste

Exterior

Se numeste exteriorul
multimii A, si se noteaza cu
exterior(A), multimea
int(X-A). Un punct

x € exterior(A) se numeste
punct exterior lui A. Rezulta
imediat ca x € exterior(A) daca
si numai daca exista o
vecinatate V a lui x astfel incat
VNA=2,

Frontierd

Se numeste firontiera mulfimii
A, si se noteaza cu Fr(A4) sau
0(4). multimea ANX —A .
Elementele mulfimii Fr(A) se
numesc puncte frontierd ale
lui A (puncte care nu apartin
nici interiorului nici
exteriorului mulfimii A). Vom
nota cu fin(A)=Fr(A)— A

= A -A (multimea punctelor
frontiera ale lui A care nu
apartin lui A).




Homeomorfism

Spunem ca o aplicatie f: (X, 1) — (Y, o) este ho-
meomorfism (sau izomorfism topologic) daca este bijec-
tiva si bicontinua (adica, f si f ! sunt continue).

Definitie.

(1) Doua spatii topologice se numesc homeomorfe daca
existd un homeomorfism intre ele;
(11) O proprietate se numeste topologica daca se conserva

prin homeomorfisme.

Teorema.

O aplicat ie bijectiva f: (X, T ) — (Y, o) este homeomorfism daca si numai daca

VA C X, f(A)=f(A).



Mvultumesc pentru

atentiel




