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• ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ СЛОЖНОСТЬ АЛГОРИТМА ЕВКЛИДА ИЗУЧЕНА ПОЛНОСТЬЮ.[17] ЭТА СЛОЖНОСТЬ МОЖЕТ БЫТЬ ОПИСАНА ПРОИЗВЕДЕНИЕМ КОЛИЧЕСТВА 
ШАГОВ ДЕЛЕНИЯ, ТРЕБУЕМЫХ АЛГОРИТМОМ, НА ВЫЧИСЛИТЕЛЬНУЮ СЛОЖНОСТЬ ОДНОГО ШАГА. ПЕРВЫЙ ИЗВЕСТНЫЙ АНАЛИЗ АЛГОРИТМА ЕВКЛИДА БЫЛ 
ПРЕДЛОЖЕН РЕЙНАУДОМ В 1811.[18] ОН ПОКАЗАЛ, ЧТО ЧИСЛО ШАГОВ АЛГОРИТМА ДЛЯ ПАРЫ ЧИСЕЛ (U, V) ОГРАНИЧЕНО V. ПОЗЖЕ ОН УЛУЧШИЛ ОЦЕНКУ 
ДО V/2 + 2. ЭМИЛЬ ЛЕЖЕ, В 1837 ГОДУ, ИЗУЧИЛ НАИХУДШИЙ СЛУЧАЙ, КОГДА ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ НОД ПОДАЮТСЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА 
ФИБОНАЧЧИ.[19] ЗАТЕМ, В 1841 ГОДУ, ПЬЕР ДЖОСЕФ ФИНК ПОКАЗАЛ,[20] ЧТО КОЛИЧЕСТВО ШАГОВ АЛГОРИТМА НЕ ПРЕВЫШАЕТ 2 LOG2 V + 1. 
СЛЕДОВАТЕЛЬНО АЛГОРИТМ РАБОТАЕТ ЗА ПОЛИНОМИАЛЬНОЕ ВРЕМЯ ОТ РАЗМЕРА МЕНЬШЕГО ИЗ ПАРЫ ЧИСЕЛ (U, V).[19] АНАЛИЗ ФИНКА БЫЛ УТОЧНЁН 
ГАБРИЭЛЕМ ЛАМЕ В 1844 ГОДУ.[21] ОН ПОКАЗАЛ, ЧТО КОЛИЧЕСТВО ШАГОВ, НЕОБХОДИМЫХ ДЛЯ ЗАВЕРШЕНИЯ АЛГОРИТМА, НЕ БОЛЕЕ ЧЕМ В ПЯТЬ РАЗ 
ПРЕВЫШАЕТ H — КОЛИЧЕСТВО ЦИФР В ДЕСЯТИЧНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ МЕНЬШЕГО ИЗ ПАРЫ ЧИСЕЛ (U, V).[22][23]

• КОГДА НОД ВЫЧИСЛЯЕТСЯ ДЛЯ ЧИСЕЛ, КОТОРЫЕ ВПИСЫВАЮТСЯ В ОДНО МАШИННОЕ СЛОВО, КАЖДЫЙ ШАГ АЛГОРИТМА ЗАНИМАЕТ ПОСТОЯННОЕ ВРЕМЯ. В 
ДАННОМ СЛУЧАЕ АНАЛИЗ ЛАМЕ ПРЕДПОЛАГАЕТ, ЧТО ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ СЛОЖНОСТЬ ОЦЕНИВАЕТСЯ КАК O(H). ОДНАКО В МОДЕЛИ РАСЧЁТА, ПОДХОДЯЩЕЙ 
ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ С ЧИСЛАМИ БОЛЬШЕ ОДНОГО МАШИННОГО СЛОВА, ОЦЕНКА СЛОЖНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЯ ОДНОГО ОСТАТКА МОЖЕТ БЫТЬ O(H2).[24] В ЭТОМ 
СЛУЧАЕ ОБЩЕЕ ВРЕМЯ ДЛЯ ВСЕХ ЭТАПОВ АЛГОРИТМА МОЖНО ПРОАНАЛИЗИРОВАТЬ С ПОМОЩЬЮ ТЕЛЕСКОПИЧЕСКОГО РЯДА, ПОКАЗАВ ЧТО ЭТО ТАКЖЕ O(H2). 
ДЛЯ УСКОРЕНИЯ АЛГОРИТМА ЕВКЛИДА МОГУТ БЫТЬ ИСПОЛЬЗОВАНЫ СОВРЕМЕННЫЕ АЛГОРИТМИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ, ОСНОВАННЫЕ НА МЕТОДЕ ШЁНХАГЕ — 
ШТРАССЕНА ДЛЯ БЫСТРОГО ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО УМНОЖЕНИЯ . ЭТО ПРИВОДИТ К КВАЗИПОЛИНОМИАЛЬНОМУ ВРЕМЕНИ.[25]



КОЛИЧЕСТВО ШАГОВ

• ЧИСЛО ШАГОВ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ НОД ДВУХ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ A И B ОБОЗНАЧИМ КАК T(A, B). ЕСЛИ G — ЭТО НАИБОЛЬШИЙ ОБЩИЙ 
ДЕЛИТЕЛЬ A И B, ТОГДА A = MG И B = NG ДЛЯ ДВУХ ВЗАИМНО ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ M И N. ТОГДА T(A, B) = T(M, N), ЧТО МОЖНО ЗАМЕТИТЬ, ЕСЛИ 
РАЗДЕЛИТЬ УРАВНЕНИЯ, ПОЛУЧЕННЫЕ ПРИ ВЫЧИСЛЕНИИ НОД ДЛЯ ПАРЫ (A, B), НА G.[26] ИСПОЛЬЗУЯ ТОТ ЖЕ ПРИНЦИП, ЧИСЛО ШАГОВ 
АЛГОРИТМА ОСТАЁТСЯ НЕИЗМЕННЫМ, ЕСЛИ A И B УМНОЖАЮТСЯ НА ОБЩИЙ МНОЖИТЕЛЬ W, ЧТО ЭКВИВАЛЕНТНО РАВЕНСТВУ T(A, B) = T(WA, 
WB). СЛЕДОВАТЕЛЬНО, КОЛИЧЕСТВО ШАГОВ T МОЖЕТ СИЛЬНО РАЗЛИЧАТЬСЯ МЕЖДУ СОСЕДНИМИ ПАРАМИ ЧИСЕЛ, ТАКИМИ КАК (A, B) И (A, 
B+1), ТАК КАК ДАННАЯ ВЕЛИЧИНА ЗАВИСИТ ОТ НОД.

• РЕКУРСИВНЫЙ ХАРАКТЕР АЛГОРИТМА ЕВКЛИДА ДАЁТ СЛЕДУЮЩЕЕ УРАВНЕНИЕ T(A, B) = 1 + T(B, R0) = 2 + T(R0, R1) = … = N + T(RN−2, 
RN−1) = N + 1, ГДЕ T(X, 0) = 0 ПО ПРЕДПОЛОЖЕНИЮ.[17]



НАИХУДШИЙ СЛУЧАЙ

• ЕСЛИ ДЛЯ АЛГОРИТМА ЕВКЛИДА ТРЕБУЮТСЯ N ШАГОВ ДЛЯ ПАРЫ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ A > B > 0, НАИМЕНЬШИЕ ЗНАЧЕНИЯ A И B, ДЛЯ 
КОТОРЫХ ЭТО ВЫПОЛНЯЕТСЯ — ЧИСЛА ФИБОНАЧЧИ FN+2 И FN+1 СООТВЕТСТВЕННО.[27] ТОГДА, ЕСЛИ АЛГОРИТМ ЕВКЛИДА ТРЕБУЕТ N 
ШАГОВ ДЛЯ ПАРЫ ЧИСЕЛ (A,B), ГДЕ A > B, ВЫПОЛНЯЮТСЯ СЛЕДУЮЩИЕ НЕРАВЕНСТВА A ≥ FN+2 И B ≥ FN+1. ДОКАЗАТЬ ЭТО МОЖНО ПО 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ИНДУКЦИИ. ЕСЛИ N = 1, ТОГДА A ДЕЛИТСЯ НА B БЕЗ ОСТАТКА. НАИМЕНЬШИЕ НАТУРАЛЬНЫЕ ЧИСЛА, ДЛЯ КОТОРЫХ ЭТО 
ВЕРНО, РАВНЫ B = 1 И A = 2, СООТВЕТСТВЕННО F2 И F3. ПРЕДПОЛОЖИМ ТЕПЕРЬ, ЧТО РЕЗУЛЬТАТ ВЫПОЛНЯЕТСЯ ДЛЯ ВСЕХ ЗНАЧЕНИЙ N ДО M − 
1. ПЕРВЫЙ ШАГ АЛГОРИТМА ЕВКЛИДА С M ШАГАМИ A = Q0B + R0, И АЛГОРИТМ ЕВКЛИДА ДЛЯ ПАРЫ ЧИСЕЛ (B,R0), ГДЕ B > R0, ТРЕБУЕТ M − 
1 ШАГОВ. ПО ПРЕДПОЛОЖЕНИЮ ИНДУКЦИИ ИМЕЕМ B ≥ FM+1 И R0 ≥ FM. СЛЕДОВАТЕЛЬНО, A = Q0B + R0 ≥ B + R0 ≥ FM+1 + FM = 
FM+2, ЧТО ЯВЛЯЕТСЯ ИСКОМЫМ НЕРАВЕНСТВОМ. ЭТО ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, ОПУБЛИКОВАННОЕ ГАБРИЭЛЕМ ЛАМЕ В 1844 ГОДУ, ПРЕДСТАВЛЯЕТ 
СОБОЙ НАЧАЛО ТЕОРИИ СЛОЖНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЙ,[28] А ТАКЖЕ ПЕРВОЕ ПРАКТИЧЕСКОЕ ПРИМЕНЕНИЕ ЧИСЕЛ ФИБОНАЧЧИ.[27]



ТЕОРЕМА ЛАМЕ

• ЧИСЛО ДЕЛЕНИЙ С ОСТАТКОМ В ПРОЦЕССЕ ПРИМЕНЕНИЯ АЛГОРИТМА ЕВКЛИДА НЕ ПРЕВОСХОДИТ УПЯТЕРЕННОГО КОЛИЧЕСТВА ЦИФР МЕНЬШЕГО 
ЧИСЛА {\DISPLAYSTYLE B}B, ЗАПИСАННОГО В ДЕСЯТИЧНОЙ СИСТЕМЕ.[29]



СРЕДНЕЕ

• СУЩЕСТВУЮТ РАЗЛИЧНЫЕ СПОСОБЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ СРЕДНЕГО КОЛИЧЕСТВА ШАГОВ АЛГОРИТМА. ПЕРВЫЙ СПОСОБ ВЫЧИСЛЕНИЯ — СРЕДНЕЕ ВРЕМЯ T(A), НЕОБХОДИМОЕ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ НОД ЗАДАННОГО ЧИСЛА A И МЕНЬШЕГО 
НАТУРАЛЬНОГО ЧИСЛА B, ВЫБРАННОГО С РАВНОЙ ВЕРОЯТНОСТЬЮ ИЗ ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ ОТ 0 ДО A − 1.[17]

• {\DISPLAYSTYLE T(A)={\FRAC {1}{A}}\SUM _{0\LEQ B<A}T(A,B).}{\DISPLAYSTYLE T(A)={\FRAC {1}{A}}\SUM _{0\LEQ B<A}T(A,B).}

• ОДНАКО, ПОСКОЛЬКУ T(A, B) СИЛЬНО КОЛЕБЛЕТСЯ В ЗАВИСИМОСТИ ОТ НОД ДВУХ ЧИСЕЛ, УСРЕДНЁННАЯ ФУНКЦИЯ T(A) ТАКЖЕ ЯВЛЯЕТСЯ «ШУМНОЙ».[30] ДЛЯ ТОГО, ЧТОБЫ УМЕНЬШИТЬ ЭТОТ ШУМ, ВТОРОЕ СРЕДНЕЕ Τ(A) БЕРЁТСЯ 
ПО ВСЕМ ВЗАИМНО ПРОСТЫМ ЧИСЛАМ С A.

• {\DISPLAYSTYLE \TAU (A)={\FRAC {1}{\VARPHI (A)}}\SUM _{\BEGIN{SMALLMATRIX}0\LEQ B<A\\\GCD(A,B)=1\END{SMALLMATRIX}}T(A,B)}{\DISPLAYSTYLE \TAU (A)={\FRAC {1}{\VARPHI (A)}}\SUM _{\BEGIN{SMALLMATRIX}0\LEQ 
B<A\\\GCD(A,B)=1\END{SMALLMATRIX}}T(A,B)}

• ГДЕ Φ(A) ФУНКЦИЯ ЭЙЛЕРА. ЭТО СРЕДНЕЕ ПЛАВНО РАСТЁТ С РОСТОМ A.[31]

• {\DISPLAYSTYLE \TAU (A)={\FRAC {12}{\PI ^{2}}}\LN 2\LN A+C+O(A^{-1/6-\VAREPSILON })}{\DISPLAYSTYLE \TAU (A)={\FRAC {12}{\PI ^{2}}}\LN 2\LN A+C+O(A^{-1/6-\VAREPSILON })}

• КОНСТАНТА (КОНСТАНТА ПОРТЕРА[32]) В ЭТОЙ ФОРМУЛЕ {\DISPLAYSTYLE C\APPROX 1.467}{\DISPLAYSTYLE C\APPROX 1.467}, А Ε ЯВЛЯЕТСЯ БЕСКОНЕЧНО МАЛЫМ.

• ТРЕТЬЕ СРЕДНЕЕ ЗНАЧЕНИЕ Y(N) ОПРЕДЕЛЯЕТСЯ КАК СРЕДНЕЕ ЧИСЛО ШАГОВ, ТРЕБУЕМЫХ, КОГДА A И B ВЫБИРАЮТСЯ СЛУЧАЙНЫМ ОБРАЗОМ (С РАВНОМЕРНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ) ОТ 1 ДО N.

• {\DISPLAYSTYLE Y(N)={\FRAC {1}{N^{2}}}\SUM _{A=1}^{N}\SUM _{B=1}^{N}T(A,B)={\FRAC {1}{N}}\SUM _{A=1}^{N}T(A).}{\DISPLAYSTYLE Y(N)={\FRAC {1}{N^{2}}}\SUM _{A=1}^{N}\SUM 
_{B=1}^{N}T(A,B)={\FRAC {1}{N}}\SUM _{A=1}^{N}T(A).}



ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ СЛОЖНОСТЬ ШАГА

• НА КАЖДОМ ШАГЕ АЛГОРИТМА ЕВКЛИДА ВЫЧИСЛЯЕТСЯ КОЭФФИЦИЕНТ QK И ОСТАТОК RK ДЛЯ ЗАДАННОЙ ПАРЫ ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ RK−2 И RK−1. ЭТИ ВЕЛИЧИНЫ СВЯЗАНЫ СЛЕДУЮЩИМ СООТНОШЕНИЕМ:

• RK−2 = QK RK−1 + RK

• ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ СЛОЖНОСТЬ КАЖДОГО ШАГА СВЯЗАНА ГЛАВНЫМ ОБРАЗОМ С НАХОЖДЕНИЕМ QK, ТАК КАК ОСТАТОК RK МОЖНО БЫСТРО ВЫЧИСЛИТЬ ИСПОЛЬЗУЯ RK−2, RK−1, И QK

• RK = RK−2 − QK RK−1

• ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ СЛОЖНОСТЬ ОПЕРАЦИИ ДЕЛЕНИЯ ЧИСЕЛ РАЗМЕРОМ H БИТ ОЦЕНИВАЕТСЯ КАК O(H(ℓ+1)), ГДЕ ℓ РАЗМЕР ЧАСТНОГО.[24]

• ДЛЯ СРАВНЕНИЯ, ИСХОДНЫЙ АЛГОРИТМ ЕВКЛИДА, С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ВЫЧИТАНИЯ, МОЖЕТ БЫТЬ НАМНОГО МЕДЛЕННЕЕ. В БОЛЬШИНСТВЕ СЛУЧАЕВ КОЭФФИЦИЕНТ QK ЯВЛЯЕТСЯ МАЛЫМ ЧИСЛОМ. ВЕРОЯТНОСТЬ ДАННОГО ЧАСТНОГО Q ПРИМЕРНО РАВНА LN|U/(U − 
1)|, ГДЕ U = (Q + 1)2.[33] ДЛЯ ИЛЛЮСТРАЦИИ ВЕРОЯТНОСТЬ ЧАСТНОГО 1, 2, 3 ИЛИ 4 СОСТАВЛЯЕТ ПРИМЕРНО 41,5 %, 17,0 %, 9,3 % И 5,9 % СООТВЕТСТВЕННО. ТАК КАК ОПЕРАЦИЯ ВЫЧИТАНИЯ БЫСТРЕЕ, ЧЕМ ДЕЛЕНИЕ, ОСОБЕННО ДЛЯ ЧИСЕЛ БОЛЬШЕ ОДНОГО 
МАШИННОГО СЛОВА,[34] АЛГОРИТМ ЕВКЛИДА С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ВЫЧИТАНИЯ МОЖЕТ БЫТЬ БОЛЕЕ КОНКУРЕНТОСПОСОБНЫМ В СРАВНЕНИИ С АЛГОРИТМОМ, ИСПОЛЬЗУЮЩИМ ДЕЛЕНИЕ.[35] ЭТО ИСПОЛЬЗУЕТСЯ В БИНАРНОМ АЛГОРИТМЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ НОД.[36]

• ОЦЕНКА СЛОЖНОСТИ АЛГОРИТМА ВЫЧИСЛЯЕТСЯ КАК ПРОИЗВЕДЕНИЕ КОЛИЧЕСТВА ШАГОВ НА ВРЕМЯ ВЫПОЛНЕНИЯ ОДНОГО ШАГА. ОНА ПОКАЗЫВАЕТ, ЧТО АЛГОРИТМ ЕВКЛИДА РАСТЁТ КВАДРАТИЧНО O(H2), ГДЕ H — СРЕДНЕЕ ЧИСЛО ЦИФР В ДВУХ НАЧАЛЬНЫХ 
ЧИСЛАХ A И B В ДЕСЯТИЧНОЙ ЗАПИСИ. ПУСТЬ H0, H1, …, HN−1 ПРЕДСТАВЛЯЮТ ЧИСЛО ЦИФР В ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ОСТАТКАХ R0, R1, …, RN−1. ТАК КАК ЧИСЛО ШАГОВ N РАСТЁТ ЛИНЕЙНО С H , ВРЕМЯ РАБОТЫ ОГРАНИЧЕНО СЛЕДУЮЩИМ ВЫРАЖЕНИЕМ:

• {\DISPLAYSTYLE O{\BIG (}\SUM _{I<N}H_{I}(H_{I}-H_{I+1}+2){\BIG )}\SUBSETEQ O{\BIG (}H\SUM _{I<N}(H_{I}-H_{I+1}+2){\BIG )}\SUBSETEQ O(H(H_{0}+2N))\SUBSETEQ O(H^{2}).}{\DISPLAYSTYLE O{\BIG (}\SUM 
_{I<N}H_{I}(H_{I}-H_{I+1}+2){\BIG )}\SUBSETEQ O{\BIG (}H\SUM _{I<N}(H_{I}-H_{I+1}+2){\BIG )}\SUBSETEQ O(H(H_{0}+2N))\SUBSETEQ O(H^{2}).}


