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PROBABILITAT
E?




Probabilitatea este un concept care estimeaza
raspunsul la intrebarea:

e “Se va produce oare un anumit eveniment?”,
unde raspunsul clasic "nu" sau "da" este
inlocuit cu scara numerica de la 0 pana la 1.

— ”0” arata ca evenimentul nu va avea loc (echivalent
raspunsului ferm "nu"),

— ”17” reprezinta faptul ca evenimentul va avea loc
(echivalent raspunsului ferm "da").



Detfinitii si notatii

* Probabilitatea este adesea asociatd cu cel putin
un eveniment
- aruncarea zarului
- bile negre/rosii din cos

e Rezultatul evenimentului este random

— variabila care reprezintd rezultatul acestor
evenimente se numeste variabila aleatorie (VA)



¢ De multe ori suntem interesati sa cunoastem
valoarea acestei variabile

- De exemplu, care este probabilitatea ca atunci cand
un zar ,,corect” sa cada 3?

* corect ar insemna cd probabilitatea de a cadea pe oricare
dintre 6 fete este egala

e 1
— Intuitiv rdspunsul este P Corect!

* Dar cum reprezentam asta matematic?
* De obicei VA sunt notate prin majuscule

- Vom nota vaiabila aleatorie prin X



* Prin urmare, vrem sa stim care este
probabilitatea ca X =3

* ,Care este probabilitatea?” — notam prin P

* Asadar, enuntul ,care este probabilitatea ca atunci
cand arunc un zar corect sd aterizeze pe un 3?”

- 1l putem traduce matematic ca ,P (X = 3)”



Cele 3 tipuri de probabilitate

* Probabil ca primul lucru care trebuie inteles
este cd existd diferite tipuri de probabilitate:

- Probabilitate marginala
- Probabilitatea comuna
- Probabilitate conditionata



Probabilitate marginala

e Daca A este un eveniment, atunci
probabilitatea marginald este probabilitatea ca
acel eveniment sa se producs, P (A).

* Presupunem cd avem un pachet de cdrti de joc

- un exemplu de probabilitate marginald ar fi
probabilitatea ca o carte extrasd dintr-un pachet sd
fie rosie: P (rosu) = 0,5.



Probabilitate comuna

e Probabilitatea a doua evenimente care sunt
intersectate

* Daca A si B sunt doua evenimente, atunci

probabilitatea comunad a celor doud evenimente este
scrisa ca P (A N B)

* Presupunem cd avem un pachet de cdrti de joc:

— probabilitatea ca o carte extrasd dintr-un pachet sa fie rosie si
sa aiba valoarea 4 este P (rosu si 4) = 2/52 = 1/26



Probabilitate comuna

P(AN B)




Probabilitate conditionata

* Probabilitatea ca un eveniment sa aiba loc stiind ca alte
evenimente au avut deja loc

 Daca A si B sunt doua evenimente, atunci
probabilitatea conditionatd a aparitiei A avand in
vedere cd B s-a produs se scrieca P (A | B)

* Presupunem cd avem un pachet de cdrti de joc:

- probabilitatea ca o carte sd fie 4, dat fiind faptul cd am extras o
carte rosie este P (4 | rosu) = 2/26 = 1/13



Legarea celor 3 tipuri

¢ Regula generala de multiplicare

- Regula generald de inmultire este o ecuatie frumoasd care
leaga toate cele 3 tipuri de probabilitate:

P(A N B)

P(AIB) = —5 >



Explicatii

* Uneori, distinctia dintre probabilitatea comuna si
probabilitatea conditionata poate fi destul de
confuzd, asa cd folosind exemplul alegerii unei cdrti
dintr-un pachet de cdrti de joc vom incerca sd facem
diferenta



e Incazul in care dorim s gdsim probabilitatea de a
extrage o carte care este rosie si 4 adicd probabilitatea
comund P (rosu si 4) imaginati-va cd toate cele 52 de
carti sunt cu fata in jos si alegeti una la intamplare

* Dintre cele 52 de carti, 2 dintre ele sunt ,,rosu si 4” (4
de doba si 4 de inimd). Deci, probabilitatea comuna

este 2/52 =1/26



e Incazul in care dorim s gdsim probabilitatea de a
extrage o carte care este 4 avand in vedere cd stim ca
cardul este deja rosu, adicd probabilitatea conditionatd,
P (4 | rosu), imaginati-vd cd aveti toate cele 52 de cdrti

* Insd, inainte de a alege o carte la intamplare, sortati
cartile si selectati toate cele 26 de rosii. Acum puneti
cele 26 de cdrti cu fata in jos si alegeti o carte la
intamplare. Din nou, 2 dintre acele carti rosii sunt 4,
astfel incat probabilitatea conditionatd este 2/26 = 1/13



Putem folosi regula generald de inmultire definitd mai
sus pentru a calcula probabilitatea comuna

Mai intdi ne reamenajam pentru a face probabilitatea
comuna, P (A N B), subiectul ecuatiei

Dupad rearanjament obtinem
P(AnB) = P(A|B)XP(B)

Fie A in cazul in care cartea este un 4 si B este in cazul
in care cartea este de rosu.

P(A|B)=1/13siP (B)=1/2



Inferenta Bayesiana

* Inainte de a introduce inferenta bayesiand, este necesar
sd intelegem teorema lui Bayes

Cunostinte apriorii - Prior

* De exemplu, dacd dorim sd gdsim probabilitatea de a
vinde inghetatd intr-o zi calda si insoritd, teorema lui
Bayes ne oferd instrumentele pentru a utiliza
cunostinte prealabile despre probabilitatea de a vinde
inghetatd in orice alt tip de zi



Definitia matematica

® Teorema lui Bayes:

P(B|A) X P(A)
P(B)

P(A|B) =

* unde A si B sunt evenimente, P (B | A) este
probabilitatea conditionata de a se produce
evenimentul A, avand in vedere ca evenimentul B a
avut deja loc si P (A) si P (B) sunt probabilitatile
marginale ale evenimentului A si B



Exemplu

e In pachet sunt 52 de cirti, 26 dintre ele sunt rosii si 26
negre. Care este probabilitatea ca cartea aleasd sd fie
un 4 avand in vedere ca stim ca cartea este de rosu?

e Traducerea in matematica:

- evenimentul A este evenimentul in care cartea aleasa este un
4, iar evenimentul B este ca cartea este de rosu

e P (A | B) in ecuatia de mai sus este P (4 | rosu) in
exemplul nostruy, si asta este ceea ce vrem sd calculdam,
dar dupd teorema lui Bayes



® Inclocuim in Teorema lui Bayes:

P(rosul4) X P(4)
P(rosu)

P(4|rosu) =

* Trebuie sa gdsim probabilitdtile pentru termenii din
partea dreaptd. Respectiv:

1. P(B|A) = P(rosul4) = 1/2
2. P(A) = P(4) = 4/52 = 1/13



Cum ne permite teorema lui
Bayes sa incorporam
observdrile anterioare?



8 Fie A sd reprezinte evenimentul in care vindem
inghetata si B sa fie evenimentul vremii

* Apoi am putea intreba care este probabilitatea de a
vinde inghetatd intr-o zi datd, avand in vedere tipul de
vreme?

* Din punct de vedere matematic, aceasta este scrisd ca
P (A = vanzare de inghetata | B = tip de vreme),
echivalent cu partea stanga a ecuatiei



® P (A) pe partea dreaptd este expresia care este
cunoscuti drept anterioard. In exemplul nostru, acesta
este P (A = vanzare de inghetata), adica
probabilitatea (marginald) de a vinde inghetata
indiferent de tipul de vreme afara

- P (A) este cunoscut ca prior (anterior), deoarece am
putea cunoaste deja probabilitatea marginald a
vanzdrii inghetatei



® De exempluy, as putea privi datele care spuneau ca 30
de persoane din 100 au cumpdrat de fapt inghetata la
un magazin undeva. Deci,

P (A = vanzare de inghetata) = 30/100 = 0,3

* fnainte sd stiu ceva despre vreme. Acesta este modul
in care teorema lui Bayes ne permite sd includem
informatii anterioare



Acum stim care este teorema
lui Bayes si cum sd o
folosim, putem incepe sd
rdspundem la intrebarea:

Ce este inferenta bayesiand?



* Inferenta este procesul de distribuire a
probabilitdtii din date

* Inferenta bayesiana este, asadar, doar
procesul de distribuire a probabilitatilor
din date folosind teorema lui Bayes



¢ Inexemplul de inghetatd de mai sus, am vazut ci
probabilitatea anterioard de a vinde inghetatd era de

0,3

e (Cu toate acestea, daca 0.3 ar fi doar cea mai buna
presupunere a mea, dar eram un pic nesigur cu privire
la aceasta valoare, probabilitatea ar putea fi, de
asemenea, 0,25 sau 0,4.

* Aceasta distributie este cunoscuta sub numele de
distributie anterioara.
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Modelul teoremei lui Bayes

e Inloc de evenimentul A, vom vedea de obicei ®, acest
simbol se numeste Theta.

* Deci, dacd incercdm sd estimdm valorile parametrilor
unei distributii gaussiene, atunci © reprezintd atat
media, p cat si abaterea de la standard, o, scrisa
matematic ca © = {p, o}.

e Inloc de evenimentul B, vom vedea date sau
x = {x1, x2, ..., xn}
Acestea reprezintd datele, adicd setul de observatii pe
care le avem.



P(data|®) x P(@).
P(O|data) =

P(data)



e Am vazut ca P (®) este distributia
anterioara. Reprezintd observarile
noastre despre adevdrata valoare a
parametrilor, la fel cum am avut
distributii care reprezintd observarea
noastra despre probabilitatea de a
vinde inghetatad.



* P (O | data) din partea stanga este
cunoscutd sub numele de distributie
posterioara. Aceasta este distributia
care reprezinta observarea noastrd
despre valorile parametrilor dupa ce
am calculat tot pe partea dreapts,
luand in considerare datele
observate.



TEORIA PROBABILITATII &
ML

e In general vorbind, teoria
probabilitatii este studiul
matematic al incertitudinii.

e Acesta joaca un rol central in
procesul de invatare a masinilor,

— intrucat proiectarea algoritmilor de
invatare se bazeaza adesea pe
asumarea probabilistica a datelor.




¢ Avem urmatoarea figura:

- Exista o anumita stare - de
exemplu, temperatura

0.7 0.3 ridicata sau scazuta a
aerului.

£ 04 N
0.3 C H L D 0.6 e Ce fel de stare - nu stim,
2 B\ 07 = dar cunoastem semnele:

soarele stralucea, ploua,
erau nori.

e Avem un set de valori
colectate in timpul
perioadei statistice:
soarele - ploaia,

soarele - ploaia - norii.




e Numerele de deasupra sagetilor
sunt probabilitati, adica :
« daca este insorit, atunci cu o
probabilitate de caldura de 60% si

cu o probabilitate de 20% este
rece.

+% daca exista nori, atunci caldura
este de 10% si este rece cu o
probabilitate de 40%.



e Din exemplul anterior concluzionam ca
ML intipareste informatia statistica pe o
perioada studiata, fie zile, luni, ani,

— luand in considerare probabilitatea
producerii evenimentului anumit.

e Pe masura ce acumuleaza informatia
ML poate face o prognoza a vremii pe
viitor.



Scurt istoric

e Pentru prima data abordari probabiliste in
Machine Learning au avut loc in anii '90 si
2000 pana cand a inceput revolutia
profunda declansata de aparitia retelelor
neuronale.



Abordari probabiliste: Bayes

[0 Abordarea Bayes este cea mai
academica viziune a invatarii
masinilor.

Acest lucru este bun si rau.



Abordari probabiliste:
Bayes

J/Pentru ca ofera o descriere
matematica clara a formarii si a
estimarilor numerice ale fiabilitatii
ipotezelor.

 Pentru ca in viata reala nu este
intotdeauna posibila
iImplementarea unui model
matematic impecabil.



Avem notatiile:

e P(h) - probabilitatea ca se petrece evenimentul
h (h, in acest caz nu este numar, ci inseamna
o abstractizare, care, desigur, poate fi si un
numar; vom desemna prin h - o anumita
ipoteza )

e P(ANB) - este probabilitatea ca a avut loc atat
evenimentul A cat si evenimentul B

e P(A\B) - probabilitatea ca s-a intamplat
evenimentul A, cu conditia ca avut loc si B
(adica, in cazul in care A - posesia masinii
rosii si B- posesia masinii, atunci P(A\B) -
probabilitatea de a detine o0 masina rosie,

calculata numai pentru proprietarii de
auutoturiesme)



Teorema Bayes

e Teorema lui Bayes este o consecinta
a afirmatiei evidente:
P(AB)=P(A\B)P(B)=P(B\A)P(A)
e Adica: P(B\ A)P(A)
P(B)

e Bineinteles, P (B) trebuie sa fie mai
mare decat 0, dar acest lucru este de
inteles, daca B este un eveniment
improbabil, atunci P(A\B) este de
asemenea improbabil.

P(A\B) =




* Fie ca notam datele noastre - D,
iIar ipotezele noastre — h. Atunci
trebuie sa gasim probabilitatea
ipotezei pentru datele noastre
P(h\D), care prin teorema lui
Bayes este egala cu:

P(D\h)P(h)
P(D)

P(h\D) =



e Suntem interesati doar de relatia
de probabilitate, deci putem
elimina P(D) din aceasta expresie
(D nu depinde de h) si P (h)
(presupunem ca toate ipotezele
sunt la fel de probabile, strict
vorbind, acest lucru nu este
intotdeauna asa, dar in multe
cazuri acest lucru este adevarat).

e Reiese ca trebuie sa gasim o
ipoteza h pentru care P(D\h) este
maxima.



e Pana ce nu avem nici
date concrete, nici
multimea ipotezelor.

e Hai sa le inventam.



Exemplul
2

e Sa presupunem ca am extras
N=3 mere: R=1 rosii si G=2 verzi.
e Sa prezentam doua ipoteze:

< hl - in cos sunt 10 mere dintre care
3 sunt rosii si 7 verzi

% h, -in cos sunt 10 mere dintre
acestea 7 sunt verzi si 3 rosii
e Acum, trebuie doar sa calculam
probabilitatea obtinerii datelor

noastre in fiecare dintre aceste
ipoteze.



Notam prin RO si GO numarul de mere
rosii si verzi din cos.
In cate moduri putem extrage R mere
din RO? R
C(R09R) — >
(R,—R)!R!

Aceasta este formula coeficientului
binomial. Adica daca avem 3 mere,
atunci putem sa extragem 2 mere din
ele in trei moduri e e 0, @ 0 o, O ee:

!
cG.2)=—2 123 _,

(L2 (1-(1-2))
Formula data este necesara doar p/u
rezolvarea problemei respective ..




e Atunci probabilitatea cautata este
egala cu:

C(Ro ’ R) | C(Go ’ G)

P(R,,R,G,,G) =
C(R,+G,,R+G)

e A ramas sa aplicam aceasta
(probabilitatea) la ipotezele
noastre:  ;.p@3,7,1,2)=0.525
< ipoteza 1, :P(7,3,1,2)=0.175
% ipoteza

 Se observa ca ipoteza | este in
castig.



R,\G,

MARIM COLECTIA DE

IPOTEZE

e Hai sa nu ne limitam la 2 ipoteze. Luam

in considerare oricare combinatie RO si
GO (R si G raman aceleasi). Obtinem

tabelul :

R,\G,|0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1.0000 | 0.7500 [ 0.6000 | 0.5000 | 0.4286 | 0.3750
2 0 0 0.5000 [ 0.6000 | 0.6000 [0.5714 | 0.5357 | 0.5000
3 0 0 0.3000 [ 0.4500|0.5143 [ 0.5357 | 0.5357 | 0.5250
4 0 0 0.2000 [ 0.3429 | 0.4286 | 0.4762 | 0.5000 | 0.5091
5 0 0 0.1429 ({0.2679 | 0.3571 | 0.4167 | 0.4545 |0.4773
6 0 0 0.1071 [ 0.2143 [ 0.3000 | 0.3636 | 0.4091 | 0.4406
7 0 0 0.0833 [{0.1750 | 0.2545 [{0.3182 | 0.3671 | 0.4038




Se observa 2 probleme:

Problema mai mica: multe ipoteze au aceeasi
probabilitate (De ex®, =1,G, si) (R, =2)G,=4)
Problema mai mare: am obtinut ca solutia
cea mai buna egte-1,G, =2) . Acest rezultat
este atat exact, cat si fara sens. Adica ML
ne-a spus:

- "daca ati extras din cos 1 mar rosu si 2 mere verzi,

inseamna ca cel mai probabil acolo si era 1 mar
rosu si 2 mere verzi.”

Asa si este. ML are dreptate, dar avem
nevoie de asa un raspuns?

Evident ca acesta nu e rezultatul la care ne
asteptam.

Aceasta se numeste suprainvatare a masinii.




e Inteligenta artificiala a noastra
a invatat pe de rost toate
datele de invatare. Cel mai
probabil ML nu e in stare sa
rezolve problemele calitativ,
dar la toate intrebarile de
invatare ea da un raspuns de
invatare exact.



R,\G,

e Sa presupunem ca stim de undeva

cain cos se afla doar 6, 7 sau 8

mere. Probabilitatea altor ipoteze
este 0. Atunci tabelul nostru ia

forma:
R,\G,|0 1 2 3 4 5 6 7
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0.5000 [0.4286 |0.3750
2 0 0 0 0 0.6000 [0.5714 |0.5357 |0
3 0 0 0 0.4500 [0.5143 |0.5357 |0 0
4 0 0 0.2000 [0.3429 10.4286 |0 0 0
5 0 0 0.1429 [0.2679 |0 0 0 0
6 0 0 0.1071 |0 0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0




MULTUMESC
PENTRU
ATENTIE !!!



