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Основные понятия:
• Пусть даны три целых числа 𝑎, 𝑏 и 𝑚. Говорят, что 𝑎 сравнимо с 𝑏 по 
модулю 𝑚 если разность 𝑎 - 𝑏 делится на 𝑚. Записывают это так:  𝑎 ≡ 𝑏 
(mod 𝑚). Число 𝑚 называется модулем сравнения.

• Для фиксированного 𝑚 каждый класс эквивалентности по этому 
отношению обладает в точности одним представителем в множестве 
чисел от 0 до 𝑚 - 1.

• Сравнения (по одному и тому же модулю) можно складывать, 
вычитать и перемножать. Таким образом, множество Z/mZ является 
коммутативным кольцом, т.е. классы вычетов можно складывать, 
вычитать и перемножать (причем результат не зависит от того, какие 
представители классов эквивалентности используются), и эти 
операции удовлетворяют обычным аксиомам ассоциативности, 
коммутативности, существования противоположного элемента и т. д.



 



Следствие:
    Пусть 𝑑 = (𝑎, 𝑏), где 𝑎 > 𝑏. Тогда существуют такие целые числа 𝑢 и 𝑣, что 𝑑 = 𝑢𝑎 + 𝑏𝑣. Другими словами, 
НОД двух чисел можно представить в виде линейной комбинации этих чисел с целыми коэффициентами.
Доказательство:
Будем проходит последовательность равенств в алгоритме Евклида снизу вверх и последовательно выражать 
𝑑 через все ранние остатки. В конце получим выражение 𝑑 через 𝑎 и 𝑏 ◼

Замечание
    Обратимыми по умножению являются те элементы из Z/mZ, представители которых взаимно просты с 𝑚, 
т.е. числа 𝑎, для которых существует такое 𝑏, что 𝑎𝑏 ≡ 1 (mod 𝑚). Это те и только те числа 𝑎, для которых (𝑎, 
𝑚) = 1. 
Доказательство: 
Если бы 𝑑 = (𝑎, 𝑚) и 𝑑 > 1, то ни для какого 𝑏 сравнение 𝑎𝑏 ≡ 1 (mod 𝑚) не могло бы выполняться, так как в 
противном случае 𝑑 делил бы 𝑎 - 1 и, следовательно, 1 ⋮ 𝑑.
Обратно, если (𝑎, 𝑚) = 1, то можно считать, что 𝑎 < 𝑚. Тогда в соответствии со следствием существуют целые 
числа 𝑢 и 𝑣, для которых 𝑢 + 𝑣 = 1. Полагая 𝑏 = 𝑢, получаем, что 1 - au = 1 – а𝑏 ⋮ 𝑚 ◼
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Теорема: 
𝜑(𝑚𝑛) = 𝜑(𝑚)⋅𝜑(𝑛), если (𝑚, 𝑛) = 1(то есть выполняется мультипликативность)

Доказательство:
Рассмотрим числа от 1 до 𝑚𝑛 таким образом:
1                2               … m
𝑚+1         𝑚+2           … 2𝑚
…
𝑚(𝑛-1)+1 𝑚(n-1)+2  … 𝑚𝑛

Обратим внимание на случайный столбец:
𝑟                         В этом столбце полная система вычетов по модулю 𝑛. Пусть не так, тогда выполняется равенство:
𝑟+𝑚                   𝑟+𝑚𝑥 ≡ 𝑟+𝑚𝑦 (mod 𝑚), где НУО 0 ≤ 𝑥 < 𝑦 ≤ 𝑛-1
…                       То есть 𝑚(𝑦-𝑥)⋮𝑛 ⇒ 𝑦-𝑥 ⋮ 𝑛 (?!)
𝑟+𝑚(𝑛-1)

Тогда 𝑟,…, 𝑟+𝑚(𝑛-1) дают все остатки от деления на 𝑛 ровно по 1 разу, из которых 𝜑(𝑛) взаимно простых с 𝑛. 
Заметим, что если (𝑚, 𝑟) ≠ 1, то все числа в столбце не взаимно просты с 𝑚, значит они не взаимно просты с 𝑚𝑛. 
Тогда подобных столбцов 𝜑(𝑚). 
Итого у нас 𝜑(𝑚) столбцов, где 𝜑(𝑛) чисел, взаимно простых с 𝑛. Значит, в таблице 𝜑(𝑚)𝜑(𝑛) чисел взаимно 
простых с 𝑚𝑛. Получается, что 𝜑(𝑚𝑛) = 𝜑(𝑚)𝜑(𝑛) ◼



Следствие:
Пусть 𝑛 = , тогда 𝜑(𝑛) = (

Теорема Эйлера:
𝑚 ∈ ℕ, 𝑎 ∈ ℤ, (𝑎, 𝑚) = 1
Тогда 
Доказательство:
 - приведенная система вычетов по модулю 𝑚, то есть 𝑠 = 𝜑(𝑚)
Так как (𝑎, 𝑚) = 1, то 𝑎 - тоже полная система вычетов по модулю 𝑚 
Тогда:
 ⇒  ≡ 1 (mod 𝑚) ⇒  ≡ 1 (mod 𝑚) ◼



 



 


